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حقوق النشر )94/1 إمحفوظة لدار جون وايلى وأولاده . 
جميع الحقوق محفوظة . 


يتم نشر هذا الكتاب فى ذات الوقت فى انجلترا بواسطة دار جون وايلى 
وأولاده ليمتد ٠‏ 


لا يجوز اعادة طبع أو نقل أو ترجية اى جزء من اجزاء هذا الكتاب بأية وسيلة 
دون اذن كتابى من الناشر . 
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(د) 


يقدم هذا المرجع معالحة مبسطة هبر الخطى بحيث تكون مناسبة للطلاب الحدد أو المنقولين إلى السنة 
الثانية فى الحامعات . ولا يتطلب دراية بالتفاضل والتكامل . ولكن عل الرغم من هذا فقد ضمنته عدداً 
من القارين للطلبة الذين لديم خلفية فى التفاضل والتكامل وقد وضعت عليها بوضوح العلامة ٠‏ للطلبة الذين 
درسوا التفاضل والتكامل » . 


وكان هد من كتابة هذا الكتاب أن أقدم أساسيات المبر الخطى بأكثر الطرق وضوحاً . وكان العامل 
التعليمى هو الاعتبار الأول والعامل الشكل هو الاعتبار الثانوى . وقد درست الأفكار الأساسية » كلما 
أمكن هذا » بأمثلة حسابية ( أكثر من مائتين ) و بالتفسير ات الهندسية أيضاً . 


وقد اختلفت طرق معالمتى للاثباتات . فتلك الإثباتات البدائية والتى ها مضمون تعليبى ملموس قد 
عرضت بدقة تامة وبأسلوب مفهوم للمبتدئين وبعض الإثباتات الأكثر صعوبة ولكن المفيدة تعليمياً قد 
وضعت ف نهاية القسم وأشير إليها « اختيارى » وعلى الرغم من هذا قد حذفت إثباتات أخرى ماما م لتر كيز 
فقط عل تطبيق النظرية . وفى كل مرة حذف الإثبات حاولت أن أوحى بالنثيجة عادة بمناقغة حول منزاها 
فى الفضاء الثنائى أو الفضاء الثلاثى . 


ومن خبرقى فإن رمز 28 يكون عائقاً أكثر منه مفيداً للمبتدئين فى المبر الحطى . هذا فقد تحنبت 
عموما استخدامه . 

ويعتبر فرضاً تعليمياً أن يسير المحاضر من المألوف إلى غير المألوف ومن المحدد إلى المحرد ويعكس 
ترتيب الأبواب مدى تمسكى بهذا المبدأ . 


الباب الأول : يتعلق بأنظمة المعادلات الخطية وكيفية حلها وبعض خواصها ويحتوى أيضاً على المادة 
الأساسية فى المضفؤفات وحواصيا الحسابية . 


الباب الثانى : يتعلق بالمحددات . و لقد استخدمت المدخل التقليدنى لتر تيبات وى اعتقادى أن هذا أقل 
تجريداً من المدخل بواسطة # من الصيغ الحطية المتبادلة ويعطى الطالب إدراكاً بديبياً لهذا الموضوع أفضل 
ما يعطيه التدرج الاستنتاجى . 


(ه)2 


الباب الثالثغ : يقدم المتجهات فى الفضاء الثناق والفضاء الثلاثى كأسهم ويطور الهندسة التحليلية 
المستقيات والمستويات فى الفضاء الثلاثى و.مكن حذف هذا الباب بدون أى تأثير على متابعة الكتاب اعتاداً 
على خلفية الطلاب ( انظر التوجيه للمحاضر الذى يل هذه المقدمة ) . 


يطور البابان الرابع والخامس النتائج الأساسية عن الفضاءات الحطية الحقيقية محدودة الأبعاد و التحويلات 
الخطية . ولقد بدأت بدراسة ”2 ثم تقدمت خطوة خطوة للمعنى العام للمتجه . 
يتعلق الباب السادس مسألة القيم الذاتية والتحويل إلى الصورة القطرية . 
يعطى الباب السابع بعض التطبيقات للجبر الحطى ى مسائل التقريب وأنظمة المعادلات التفاضلية 
ومتسلسلات فورير وتصنيف القطوع امخروطية وسطوح الدرجة الثانية . 


يقدم الباب الثامن طرق الحبر الحطى العددية ولا يتطلب مزيداً من الإمكانيات الحسابية لأن القارين 
يمكن حلها بالحساب اليدوى أو باستخدام حاسب جيب . يعطى هذا الباب الطالب فهماً أساسيا لكيفية 
حل بعض مسائل المبر الخطى عملياً . الكثير من الطلبة ينبون دراستهم لاجبر الخطى بالاعتقاد الساذج أن القيم 
الذاتية تحسب عمليات بحل المعادلة المميزة . قد يرغب بعض المحاضر ين فى إعطاء هذا القسم فى منْهاج عن البر يجة . 


النظرية . وإجابات جميع المارين الحسابية معطاة فى نماية هذا المرجع . 


وحيث أنه توجد فى هذا الكتاب مادة أكثر مما بمكن تغطيته فى فصل دراسى واحد فيجب على المحاضر 
أن يقوم باختيار الموضوعات » وللمساعدة فى هذا الاختيار فقد قدمت توجيها المحاضر يل هذه المقدمة . 


ما هو الحديد فى الطبعة الثانية 


لقد كان القبول الكبير الطبعة الأولى هو أكبر مكافأة » والمؤلف شاكر للملاحظات القيمة والمقئر حات 
البناءة الى وصلته من القراء . وبفضل هذه المقتّر حات أجريت التعديلات التالية : 


و سرعة السير فى الباب الأول قد زادت قليلا ( اختز لت همانية أقسام إلى سبعة ) لكى تسمح بوقت 
إضاق لمادة أكثر صعوبة ما بعد فى هذا المرجع . 


ه أعيدت كتابة بعض الأقسام الأكثر صعوبة فى البابين ه » > وأعيد تنظيمهما لكى تصبح أفكارههما 
أكثر وضوحاً. 
أضيف باب عن التطبيقات وأعد ملحق اختيارى غير مجلد مخصص لتطبيقات إضافية . 


ىه أضيفت بعض المّارين الحديدة إلى مجموعات المّارين التارة . 


(و) 


مي 


ربمكن حذف الباب الثالث بدون تأثير على تتبع الكتاب إذا كان الطلاب قد درسوا مسبقا المستقمات 
والمستويات والمتجهات المندسية فى الفضاء الثنا وفى الفضاء الثلاثى . تبعا للوقت المسموح به والحلفية الطلبة 
قد يرغب المحاضر فى إضافة كل أو جزء من هذا الياب إلى المادة الأساسية المقتر حة التالية : 


دوجيه تاصاصر 


ألباب الأول ٠+‏ محاضرات 
الباب الثاقى ده محاضرات 
الباب الرابع 14 عحاضرة 

الاب اهامس 5 محاتضصرات 
الياب السادس ه محاضرات 


ويعتبر هذا التقسيم رحبا فهو يسمح بقدر كاف من وقت المحاضرة لمناقشة 'ممارين الواجبات المأزلية . 
ولكنه يفترضص أيضاً أن وقتا قليلا من المحاضرة قد خصص للسادة التى أشير إليها ٠‏ اختيارى » » وبمكن 
للمحاضر أن يضيف على هذه المادة الأساسية » بقدر ما يسمح به الوقت ٠‏ بعض المحاضرات من المادة 
الاختيارية » الباب الثالث » الباب السابع والباب الثامن , 


وبمكن للمحاضرين الذين يرغبون فى وقت إضاف لمناقشة التطبيقات أو الطرق العددية أن محذفوا 


القسمين ه -- م . ه - 4 من المادة الأساسية . إذا تم ذلك فيجب أن يحذف المحاضر المادة الاختيارية ى 
نهاية 5 - ١‏ ثم يبدأ القسم + - ؟ بصيغة المصفوفات المسألتين ١‏ » ؟ ويحذف مثال و من هذا القسم . 


و 
07 5 


اي 


لضت وو 


... ... ...  تافوفصملاو انظمة المعادلات الخطية‎ ١ 


١‏ مقدمة عن أنظمة المعادلات الحطية 

١ -‏ طريقة جاوس فى الاختزال 

م الأنظمة المتجانسة للمعادلات الخطية 

- 4 المصفوفات والعمليات عليها 

ه قواعد حساب المصفوفات 

- 5 المصفوفات البسيطة وطريقة لإيحاد 4-4 

- 7 نتائج أخرى عن أنظمة المعادلات وقابلية الانعكاس 


1م حساب قي امحددات باختز ال الصفوف 
م لمواص دالة المحدد فقو مولا عرق 
- 4 المفكوك باستخدام المتممات المميزة - قاعدة كر امير . 


المتجهات فى الفضاء الثنائى والفضاء الثلاثى 


5 ) مقدمة فى المتجهات ( هندسية‎ ١ 
. ؟ مقياس المتجه . حساب المتجهات ( العمليات الحسابية للمتجهات)‎ - 
م الضر ب القيامى - المساقط‎ 
. الضرب الاتجاهى‎ 4 

ه المستقمات و المستويات فى الفضاء الثلاثى 


- الفضاء الخطى ‏ ... ... ... ... .تت ع يت نت ند نت م نت لكل 
ع - ١و‏ الفضاء الاقليدى التوف ‏ ... ... يي لم مي ميم لمي مني عم عمل ملم 384 
7 الفضاء الحطى العسام و لي و ا 1 
ه - م الفضاءات الحزئية ا ل 
ا ا ا ايل 
لدرخ" 'الأشاصس واللعة :أ جه حم حت امم واه مالو مام را يوي تتووا لاف 
ع - 8 فضاء الصفوف وفضاء الأحمدة لمصفوفة ‏ الرتبة - تطبيقات على إيحاد الأساسات ١8  ...‏ 
ع سا ”؟ اللقاء ذو الشرب الداخل ‏ ... ... ل عي ميى عمى مني مني الر. ملء 3804 
م الطول والزاوية ف القضاءات ذات الشرب الذاخل ... ... ...ب لب بن ...483( 
ع هو الأساسات العيارية المتعامدة - عملية جرام - شهدت ... ... لنت لب ل لل 84( 


غ س ٠١‏ الاحسداثيات'- تغيير الأساس عق قوق قفد بجع عاد العف واو وان وار “.لوا 


ه 0 التحويلات الخطية 
1٠١٠-8‏ نقدة للفعويلات الفظية د اا ١‏ ال أل موا اوم الح لوو اا الي اوم 
و - ٠١‏ خراص التحويلاث الخطية : الثواةوالملىق ...ا ,ب ل مي عي مني رن 883 
ه - ام مصفوفات التحويلات اللطية ... 2 .ىب .مي عم مي نمي علي رمن لل الفيط# 
هى - ع الاتفاق تهاد ”لق ١‏ نيه سوبو لو وان ولوايك قلا ماو أدباو م ع مرج 2 رعو ا 


آ- القيم الذاتية ‏ المتجهات الذاتية ال افو ع الما ا لدع ع ادها 
د ار القي الذائية وامتجهات الثائية ...ينب يي مني عي عي لمي على ملي لل لاقع 
١ -‏ التحويل إلى الصورة القطرية ... ... ... .. ثاميف عر افلم اقرز 984 
5 - م التحويل العمودى إلى الصورة القطرية - المصفوقات الموائلة ‏ ... ... ... ... “الا 


لا تطبيقات(0) اماس فزق اممل مك زه "قو امو لخو ا كي نفو 


ب - ١‏ تطبيقات ق المعادلات التفاضلية ‏ ... ... ...ا ء.. مي مي عن ملل لل م8 


(©) تطبيقات اضافية فى التجارة والاتتصاد والعلوم الطبيعية والاجتماعية موجودة فى ملحق بهذا الكتاب. 


رى) 


٠‏ - 8 تطبيقات فى مسائل التقريب - متسلسلات فورير 
٠‏ - 3 الصيغ الثر بيعية - تطبيق فى القطوع المخروطية . 
٠٠‏ - 04 الصيغ الثر بيعية - تطبيق على سطوح الدرجة الثانية 


مقدمة فى الطرق العددية للجبر الخطى ... .. 


م - ١‏ طريقة جاوس لهذف بالتركيز الممورى . 
م - ١‏ طريقة جاوس - سيدل وجاكوفي . 
م - م تقريب القيم الذاتية بطريقة القوى . : 
م - 4 تقريب القيم الذاتية غير السائدة بطريقة تحلل المصفوفة 
أجوبة التمارين 
قائمة المصطلحات العلمية 
الفهرس 


-١‏ أنظمة المعادلات الخطية والصفوفات 
١ ١‏ مقدمة عن انظمة المعادلات الخطية 

سنقدم فى هذا القسم المصطلحات الأساسية و نناقش إحدى طرق حل أنظمة المعادلات الخطية , 

.بمكن مثيل الخط فى المستوى «زبر جبرياً بواسطة معادلة على الصورة العالية : 

د ريه + جيه 

تسمى أى معادلة من هذا النوع بمعادلة خطية فى المتفيرين عر ء ار . 

وبشكل أعم تعرف العادلة اللطية فى 8 متغير ا اد ل ل م بأنها معادلة _بممكن 
التعبير عنْها بالصورة : 

6 ع ويه + +٠0١‏ وليه + ,ره 


حيث 41 ٠ © ٠»‏ ... »2 بر» » 5 ثوابت حقيقية . 


مشال )١(‏ : 
المعادلات التالية معادلات خطية 
7 > ب« + و38 - ج282 - يعر 7 حبرة بير 
1 > يج + 000+ يد + بير 1 +32 + ع دير 


لاحظ أن المعادلة اللطية لا تشمل أى حواصل ضرب أو جلور المتغيرات . فتظهر جميع المتفيرات 
فى الأس الأول ( القوة الأولى ) ولا تظهر كدلائل لدوال مثلثية أو لوغاريتمية أو أسية . فلا تصلح المعادللات 
التالية أن تكون معادلات خطية . 1 
4 -ح 2 + ج سس بر2 + 2ر3 7 ح تبرق + ير 
وعد + و22 ع رعدء 0 ع عدهزة ابر 
حل المعادلة الخطية 8 ح يرم» ل . . . لل 1ج» + .دوك هو متتابعة من # من الأعداد وى ء 
وى ... © برى تحقق المعادلة عند إجراء التعويض ,د > ,0 ...روك > وكارره 2ت ريد 


تسمى الفئة المكونة من كل حلول المعادلة بفثة الحل لها . 


مشال () : 

أو جد فئة الحل لكل من المعادلات التالية 

(0 1ج برة ع4 (؟) 5 - و7 + بيده - يبر 

لإيحاد حلول المعادلة )١(‏ يبمكننا أن نعين قيمة اختيارية للمتفير ب ونحل المعادلة لإيجاد بر ٠‏ أو 
نخعار قيمة اختيارية للمتغير نز ونحل لإجاد م إذا اتبعنا الاتجاه الأول فبتعيين قيمة اختيارية + للمتغير بد 
نحصل على 

22-1 دير معي 

تصف هاتان العبارتان فئة الحل بواسطة دليل اختيارى م . وبمكن الحصول على حلول عددية خاصة 
بالتعويض بقيٍ معينة للدليل / . على سبيل المثال تعطى 3 ح م الحل3 ح عد , 11/2 ح «رء تعلى 1/2 -- ح م 
الحل 1/2- - واو 3/2 د بر 


إذا التبعنا الاتجاه التافى وعينا للمتغير مر القيمة الاختيارية # ٠‏ نحصل على 


دنر لج +1 دير 
رغم اختلاف هذه الصورة عن تلك الى حصلنا عليها فيا سبق » إلا أنها تعمطى نفس فئة الحل بتغيير م على 
جميع الأعداد الحقيقية الممكنة . على سبيل المثال تعطى العبار تان السابقتان الحل 11/2 - بز و 3 ح عر عندما 


3 - + ف حين تعطى هذه الصورة نفس الحل عندما 11/2 - م . 
لإيحاد فئة الحل للمعادلة )١(‏ بمكننا أن نعين قيا اختيارية لأى متغير ين ثم نحل المعادلة لإيحاد المتغير 
الثالث . و بصفة خاصة إذا عينا قبا اختيارية ى ,/ المتغير ين د و ود بالثّر تيب ثم أجرينا الحل لإيجاد يعر 
محصل عل 
غ > وى ب حت و*د 6 - و4 + 5 ع ريرس 
تسمى أى فئة مننبية من معادلات خطية ف المتغيرات ,د : د » . . . » بر*# بنظام للمعادلات الخطية . 
وتسمى .تتتابعة الأعداد رك كت يوي لايرل 6 يرك حل للنظام , إذا كان وك عت و« 2 وى ح وخ » 
. . ء ببى ح بيد حلا لكل معادلة فى هذا النظام . على سبيل المثال نظام المعادلتين فى ثلاثة يجاهيل 
1س ح وكر3 + يخا ح يع«4 
4- ح و9 + يعد + 31 
يكون ها الحل 1 ج- يعراء 2 ح وبر 2 1- ح وير حيث أن هذه القيم تحقق كلتا المعادلتين » - 
ذلك 1ح ,يرا ء 8 ح ريج ء 1 ح وج ليست حلا لآن هذه القيم نحقق فقط المعادلة الأول من 
معادلى النظام . 


1 


ليس لكل أنظمة المعادلات الخطية حلول . على سبيل المثال إذا ضر بنا المعادلة الثانية للنظام 
4 بر عير 
6 ح بر2 +2 
فى 1/2 يصبح واضحاً عدم وجود أى حل» حيث أن المعادلتين فى النظام الناتج 
4 ح بر ير 
3 ح بر بير 
تناقض كل مهما الأخرى . 


يسمى نظام المعادلات الذى ليس له أى حل نظاما متناقضاً ( غير متآلف ) أما إذا وجد حل واحد على 
الأقل فيسمى النظام نظاماً متآلفاً . و لتوضيح الحالات الممكنة عند حل أنظمة المعادلات الخطية » اعتبر نظاماً 
رو ره كلاهماليس بصفر ,م ح تررم + عدر» 
وة و ده كلاهاليس بصفر رم - تررم + عدون 


الرسم البياى هاتين المعادلتين خطان مستقمان » دعهما ,/ ٠‏ «/ بما أن النقطة (بر ,») تقع على المط 
المستقيم إذا - وفقط إذا - حقق المددان »د ٠‏ اث معادلة الحط المستقيم » فإن حلول نظام المعادلات سوف 
تناظر نقط تقاطع ./ مع 2/ وتوجد ثلاث حالات مكنة ( انظر شكل )١ -١‏ 
(1) قد يكون الحطان ./ و «/ متوازيين » فى هذه الحالة لا يوجد تقاطع ٠‏ وبالتالى لا يوجد 
حل للنظام . 
(ب) قد يتقاطم الخطان ./ و «/ ف نقطة واحدة فقط » فى هذه الحالة يكون للنظام حل واحد بالضبط . 
( ج) قد ينطبق الحطان ,/ » «/ » وى هذه الحالة يوجد عدد لا نهائى من نقط التقاطع ٠‏ وبالتالى 
عدد لا نهائى من الحلول للنظام . 
( شكل )١- ١‏ (أ) لا يوجدحل (ب) يوجد حل واحد 
( ج) يوجد عدد لا مان من الحلول 


رج 


رغم أننا قد أخذنا هنا فقط معادلتين ف مجهولين إلا أثنا سوف نبين فيما بعد أن هذه النتيجة نفسها منطبقة 
على أى نظام اختيارى ٠‏ بمنى أن لكل نظام للمعادلات الخطية : إما لا يوجد أى حل » أو يوجد حل 
واحد أو يوجد عدد لا نهائ من الحلول. 
أ نظام اختيارى لعدد 2 من المعادلات الخطية ى 2 من المجاهيل سيكتب 
رط ع بوره + 000 + وعاوره + 131 ره 
و ع ,مكمره + 200 + وكدور4 + 61ا رجه 


ع رن ل ٠00‏ ل وكاجير4 + ارك 
حيث المجاهيل هى 0« ٠‏ و » ... »© بر و ررك > ر8 ( 2,....7# ,1 > 5ع 
...1,2 ع تر) تدل على ثوابت . 


على سبيل المثال » سوف يكتب أى أظام عام لثلاث معادلات خطية فى أربعة مجاهيل على الصورة 
ع وكاوره + وكاوره + وليه + 41131 
و ع بيحوره + ولاوره + يكاويه + وريه 
وط ع باتلووكه + ولاووك + يكاووه + 121 روه 
يعتبر وضع الدليلين الثنائيين لمعاملات المحاهيل وسيلة مفيدة سوف نستخدمها لتحديد موضع المعامل 
فى النظام . يشير الدليل الأيسر المعامل ررك إلى المعادلة الى يقع فيها المعامل » ويشير الدليل الأيمن إلى 
ا محهول المضروب فيه ولهذا فإن د,» توجد ف المعادلة الأولى وتضرب ف المجهول ,<< . 
إذا تتبعنا - فى ذهننا - مسار مواقع كل من إشارات الزائد + والمجاهيل عد وعلامات التساوى فإنه 
.مكنا أن نوجز النظام بعدد 72 من المعادلات الحطية فى : من المجاهيل فى كتابة ترتيب للأعداد على شكل 
رط مره ٠“‏ 2© إرك 


و موه ٠١‏ 422 ريك 


د سرك **”: نس اسك 
يسمى هذا الثر تيب بالمصفوفة الممتدة للنظام ( يستخدم اللفظ « مصفوفة » فى الرياضيات ليدل على ترتيبة 
مستطيلة من الأعداد . وتظهر المصفوفات فى مقامات عديدة » وسوف ندرسها فى فصول تالية بتفصيل أوسع ). 
التو ضيح فإن المصفوفة الممتدة لنظام المعادلات 
9 > و22 ج يعد + بير 
1[ ع و<3 - يجا4 + 210 
0 ع ولا5 - و6 + 31 


1 1 2009 


2 4-3 1 
3 6 -5 0 


ملحوظة : 

عند بناء أى مصفوفة متدة يحب كتابة امجاهيل بنفس التر تيب فى كل معادلة . 

الطريقة الأساسية لحل أى نظام لمعادلات خطية هى بإحلال النظام المعطى بنظام جديد له نفس الحل » 
ولكنه أسبل فى الحل . بم الحصول - بشكل عام - على النظام الحديد فى سلسلة من الخطوات بواسطة تطبيق 
الأنواع الثلاثة الآئية من عمليات حذف منتظم للمجاهيل . 

, اضرب معادلة بكاملها فى ثابت غير صفرى‎ - ١ 

. أبدل معادلتين‎ - ٠ 

م - أضف مضاعف معادلة لمعادلة أخري . 

بما أن الصفوف ( الحطوط الأفقية ) فى المصفوفة الممتدة تناظر المعادلات فى النظام القرين لما فإن 
هذه العمليات الثلاث تناظر العمليات الآثية على صفوف المصفوفة الممتدة . 

- اضرب صفاً بكامله ف ثابت غير صفرى . 

؟ - أبدل صفين . 

م - أضف مضاعف صف لصف آخر . 

تسمى هذه العمليات بعمليات أولية على المصفوفة . يوضح المثال التالى كيف يمكن استخدام هذه 
الممليات لحل أنظمة لمعادلات خطية , حيث أن الطريقة المنتظدة لإيحاد حلول للأنظمة سوف تشقق فى القسم 
التالى »' فليس من الغسر ورى الإنشغال بكيفية انتقاء المطوات فى هذا المثال , يحب أن بخصص الحهد الأساسى 
فى هذا الوقت لفهم الحسابات والمناقشة . 


مشال (") : 
فى أسفل العمود الأيمن نحل نظاماً لمعادلات خطية بواسطة عمليات عل المعادلات فى النظام » وفى العمود 
الآيسر نحل نفس النظام بواسلة عمليات على صغوف المصفوفة الممتدة 


22-9 بير بير 9 102 !ا 

32-1 ره +ع2 1١‏ 3- 4 230 

 52- 0‏ نر6 + ع3 20 5 6 3 
اضرب المعادلة الأولى فى 2 - ثم أضف الثاتج اضرب الصف الأول ى 2 - ثم أضف النائج 
إلى المعادلة الثانية لتتحصل على إلى الصف الثافى لتحصل على 

9 222 +4 نو + عر 9 2 1 1 

17- جعت بره 177 7 0002 

0 جع برعم +ع3 0 5- 3006 


(- الجبر الخطى 


اضرب المعادلة الأولى فى 3 - ثم أضف الناتج 1 


إلى المعادلة الثالثة لتحصل على 
9 22-2 بير بير 
72-177 سبر2 
7- ح 112 س بر3 
اضرب المعادلة الثانية ى 1/2 لتحصل على 
9 ج22 لير لىع 
د نل 
7 2 112 دبرة 
اضرب المعادلة الثانية فى 3 - ثم أضف الناتج 
إلى المعادلة الثالثة لتحصل على 


9 -ج22 بير +في 
2ه د وو ابر 
ف -دط- 
اضرب المادلة الثالئة فى 2 - لتحصل عل 
9 -22 بر + ير 
ا ع وق بر 
2-23 


اضرب المعادلة الثانية فى 1 - ثم أضف النائج 
إلى المعادلة الأولى لتحصل على 
قد ح وله + * 
ا د و ابر 
3 0 
اضرب المعادلة الثالثة فى اليا 
إلى المعادلة الأولى واضرب المعادلة الثالئة فى 3 
ثم أضف الناتج إلى المعادلة الثانية لتتحصل على 
1 ع- *«د 
بط 
2-3 


ويكون الحل 


واضحاً الآن . 


53 


اضرب الصن الأول ى 3 - ثم أضف النائج 
إلى المعادلة الثالثة لتحصل على 

11 2 9 

0 2007 -17 

2- 11- 3 0 
أضرب الصف الثانى ى 1/2 لتحصل على 

11 29 

قد 1 0 
11- 3 0 
أضرب الصف الااى فى 3 - ثم أضف الناتج 
إلى الصف الثالث لتحصل على 

و22 1 


4 ج- 0 0 
اضرب الصف الثالث فى 2- لتحصل عل 

1 1 2 9 

1خ 1 0 

3 1 0 0 
اضرب الصف الثاق فى 1 - ثم أضفف 
الناتج إلى الصف الأول لتحصل عل 


قد لله 10 
د فو 1 0ه 
3 1 0 0 


اضرب الصف الثانى فى يد ثم أضف الناتج 
إلى الصف الأول واضرب الصف الثالث فى 1 
ثم أضف النائج إلى الصف الثاى لتحصل على 

1200 1 

0 10 2 


0 0 1 3 


١ 1١ تمارين‎ 


؟ -أى من الممادلات الآنية يمتير معادلات خطية فق .* » و * و* : 


(1) 2 دوج يدع جم (ب) 4هله - ور + ير + ,د ( 6 ثابت ) 
(ج) 2412-4 + ع3 ح يعر (د) 7+ يدع - نادلو در 
(«ه) 5ع بيورة- ير م يعر )وم و« ح بير 
٠+‏ - أوجد فئة الحل لكل من المعادلات الآتية : 
1 ( 3 بر - ع6 ب 8 > ي72 - ريه + 2387 
( ج) 5 ع يجة + و72 ح ينه + رعدق- (د) 0ح يه سير + و3 + م«د2 
م - أوجد المصفوفة الممتدة لكل من أنظمة المعادلات اللمطية الآثية : 
سك (ب)احوعم+ ان 
1- - ينزه + 3 3ح وكبر ع2 + عدب 
3 ع يد -كن2 
(<) 1ع و« ل عير (د ) لع إرى 
2 > وعد + وعد - بوك2 2 > ييا 
3ع و< + 3و2 


- أوجد نظام معادلات خطية مناظراً لكل من المصفوفات الممتدة الآقية : 


2 1 م !ا 0 1 
(15)]اة 1 ١‏ م ب 1 1 
4 60-1202 0000 


١0 0 01 1 23 4 5‏ 
2 م ربع 2 0100 
22-3 
4 1 0 0 0 
ه - لأى قيمة ( قي ) للثابت ‏ يكون للنظام الآقى : عدد لا نبال من الخحلول ؟ حل واحد بالضيبط ؟ 
لا يوجد أى حل ؟ 
3 ع ير لير 
م جح برة2 :2 
4 - باعتبار نظام المعادلات 
ع برط + عه 
أ ع ول + عن 
« ع بز + بم 


ادرس الأوضاع النسبية الخطوط اللمستقيمة # > يزة + بره » ١ع‏ وك + عبرم »2 
ير جح نير ل يرم عتدما : 

(1) لا يوجد للنظام أى حل 

(ب) يوجد للنظام حل واحد بالضبط 

( ج) يوجد النظام عد لا نمال من الحلول 


٠‏ - بين أنه إذا كان نظام المعادلات الخطية فى تمرين + مثآ لفاً فيمكن إسقاط معادلة واحدة عل الأقل 


دون تغيير فثة الحل . 
/ 3 


م- بين أن النظام فى كمرين » يحب أن يكون مآ لفآ إذا وضعنا 0 ح وم ح 8 ح يم ماذا يمكن أن 
يقال عن نقطة تقاطع ا لمستقبات الثلاثة إذا كان للنظام حل و احد بالضبط ؟ 
و باعتبار نظام المعادلات . 
6 > 22 بير + ير 
2-2 + 2# 
- 32 ابر + ع2 
بين أنه لى يكون هذا النظام متآ لف يحب أن تحقق © » 5 » ع الشرط ق+ده-», 
٠‏ - أثبت أنه إذا كان تخطين المستقيمين م ح ,جم -ل يعد ٠‏ 4 ح ويم + و نفس فئة الحل 
فإن المعادلتين معادلة واحدة بعيما . 


١‏ ؟ طريقة جاوس ف الاختزال 
سنعطى فى هذا القسم طريقة منتظمة » لحل أنظمة المعادلات المطية » موضوعة على أساس فكرة اختزال 
المصفوفة الممتدة إلى صورة بسيطة بشكل كاف يمكن من حل نظام المعادلات بالمعاينة . 


فى المطوة الأخيرة للمثال + حصلنا على المصفوفة الممتدة وألى كان الجل واضحاً ملها . 


1 0 0 1 
0 1 0 2 (1.1) 
0 0 1 3 


تعتبر الصفوفة ١ - ١‏ مثالا لمصفوفة فى الشكل الصف المميز المختزل . لكى تكون المصغوفة على هذه 
الصورة يحب أن تتوفر لما االمواص التالية : 


أ إذا لم يكن الصف مكوناً بكامله من أصفار » فيكون 1 هو العنصر الأول غير الصفرى ف الصف 
( يسمى هذا العنصر بالواحد المتقدم ) . 


؟ - إذا وجدت أى صفوف مكونة بكاملها من أصفار لتجمع معأ فى قاع المصفوفة . 


'م- فى أى صفين متتابعين غير مكونين بكاملهما من أصفار يوجد الواحد المتقدم فى الصف الأسفل أيمن 
الواحد المتقدم فى الصف الأعلى . 


غ - يكون بالعمود المحتوى على واحد متقدم أصفار ى كل مكان عدا هذا العنصر , 


تسمى المصفوفة المتوفر لا االخواص ١‏ ؟ » ؟ يمصفوفة فى الشكل الصى المميز 5 
مم8 


مثال(4): 
المصفوفات الآتية فى الشكل الصى المميز نمزل 


1 1-200 0 
7 + نر د ك0 ال ا ا ل 0 
١‏ ب[0 1 7|110 0 1 0 
0 م| |9 ه0٠‏ 9 © | إرم ]| 1 1 م06 هه 
0 0026000 0 8 


و المصفوفات الآتية فى الشكل الصى المميز 


6 120206 66 1101 7 3 4 1 
0 1-1 0 10 .,[0 1 21.0 16 0 
1 0 0 0 (0] |0 0 م] [ك5 1 00 
على القارىء أن يتحقق من كون المصفوفات السابقة تحقق كل المتطلبات اللازمة . 
ملحوظة : ليس من الصعب أن نرى أن أى مصغوفة فى الشكل الصى المميز تحوى أصفاراً تحث كل واد 
متقدم ر انظر مثال + ) . وف المقابل يحب أن تحوى المصفوفة فى الشكل الصى الميز الئل أصفارا أعلى 
و أسفل الواحد المتقدم . 
إذا وضعت المصفوفة الممتدة لنظام المعادلات الخطية - بواسطة متتالية من عمليات أولية على الصفوف - 
فى الشكل الصى المميز الْمْتزل - فيمكن الحصول على فئة الحل للنظام بالمعاينة أو على أسوأ حال بعد قليل 
من الخطوات البسيطة . 


ويوضح المثال الآتى هذه النقطة . 
مشال(0): 


افتر ض أن المصفوفة الممتدة لنظام ما من المعادلات المطية قد اشتزل بواسطة عمليات على الصفوف 
إلى الشكل الصى المميز المز ل الممطى على الصورة : 


5 0 0 ا 1 4 8000 1 
)0( 50 4114 00 رب »|6 2 60 1 0 
4 00001 ' | 3 1 0 0 
2 2286200204 1 0 10060 
(+)|1 16037 0 0 دج( 0 2 1 0 
7 5 1 0 0 0 1[ 0 0 0 
02606000 © 
حل كل نظام 
حل (أ) : نظام المعادلات المناظر هو 
5ع وه 
2ص دايع 
4 وير 


نجد بالمعاينة أن 5 ت يعر ٠‏ 2 - ح يعر 


حل (ب) : نظام المعادلات المناظر هو 
1- - ي<4 + 2*1 
6 > <ي<2 + وا 
2 > س*<3 + ويد 


تسمى وبداء دجاء ود بالمتغير ات التقدمة حيث أنْها تناظر الآحاد المتقدمة ويعطى الحل للمتغير ات 
المتقدمة بدلالة »ل« : 


ع4 - 1- 2 إلا 
و2 6 20خ ويد 
3*4 2 ع ون 


نحصل على عدد لانها من الحلول حيث أن ود يمكن أن تعطلى قيمة اختيارية ولتكن م وتعطى فئة الحل 
بواسطة الصيغ 
- يد 2-6 - وعد 20620 -6 2 يلير غ4 -1- 2ح وير 
حل ( ج) : نظام المعادلات المناظر هو 
2-2 وعد4 + 6 + 0د 
1 و3 + وا 
272 > ويزة + ود 
وتكون ,بد ء و ء هن المتغير اث المتقدمة هنا . و يعطى الحل للمتغير اث المتقدمة بدلالة المتغير اث الباقية 


و6 - وبر4 -2- ح إليرا 
و3 - 1 ح ونلا 
وءاة 2 0ح ولا 


يوجد عدد لالجا من الحلول حيث أن وج يمكن أن تعملى قيمة اختيارية م وأيضاً د يمكن أن تعلى 
قيمة اختيارية .5 » وتععلى فئة اخل بواسطة الصيغ 


6ح وير ,2-56 ح وير 36 -1 ع وند 5 > وا 65 ع4 -2- 2 وير 
حل ( د) : المعادلة الأخيرة فى نظام المعادلات المناظر هى 
1[ ع و0 + ي“0 + ,0 
حيث أن هذه المعادلة لابمكن أن تتحقق . إذن لايوجد حل النظام . 


١ 


لقد رأينا منذ قليل كيف أنه من السهل حل نظام لمعادلات خطية متّى كانت مصفوفتها الممتدة فى الشكل 
الصى الميز اتختزل . سنعطى الآن طريقة الحذف خطوة خطوة » المعروفة بطريقة جاوس - جوردان الحذق*» 
والتى بمكن استتخدامها لاختز ال أى مصفوفة إلى مصفوفة فى الشكل الصى المميز المحتزل . ونحن ننص على كل 
خطوة » لتوضيح الفكرة » باختز ال المصفوفة الآنية إلى الشكل الصى المميز امْحتّز ل 
12 7 0 2- 0 0 
1 7-2 6 6060 4 2 
1- 5 - 6 4000-5 2 
خطوة ( ١‏ ) : عين أقصى عمود ( خط رأمى ) إلى اليسار م لاكون عناصرء بكاملها أصفارا 
12 7 0 2 0 0 
8 12 6 060 4 2 
1[- 5 6 4-5 2 
أقصى عمود غير صفرى الى اليسار ع 


خطوة(؟): ابدل الصف الأعلى مع صف آخر إذا لزم ذلك » لكى يكون المدد المدخل عند قمة 
العمود المشار إليه فى خطوة ( ١‏ ) مختلفاً عن الصفر . 


20 4 -10 026 12 

0 0 2 0 7 12 

1- 5ه 6 5د 2004 

خطوة (7) : إذا كان العدد © هو المدخل الموجود الآن على قة العمود المشاو إليه ى خطوة ٠ ١‏ 
فاضر ب الصف الأول فى 1/6 لكى يظهر واحد متقدم 


14 2-5036 1 00 
12 7 22200- 0 0 الأول( ا 
1- 5- 46 5- 2004 السابقة فى 1/2 
خطوة ( 4 ) : أضف مضاعفات مناسبة الصف الأعلى إلى الصفوف الى تحته بحيث تصبح المناصر نحت 
الواحد المتقدم أصفار؟ . 


[2202 -50003202020206 014 
0 000 -2 0 7 012 


02060 5 0 -17 9 


(#) كارل فردريك جاوس ( الالا1 ل وو8١‏ إيتمى أحيانا أمير الرياضيين. أسهم جاوس أسهامات 
متحمقة فى نظرية الاعداد ونظرية الدوال والاحتمالاتوالاحصاء . واكتشف طريقة لحساب مسارات 
النجميات واكتشف أكتشافات أسساسية فى النظريةالكهرومغناطيسية واخترع ظغرافا ٠‏ 

كاميل جوردان (4أم1 1999 ) ٠.‏ كان جوردأنأستاذا بممهد الصناعات بباريس وقد عيل أعمالا 
رائدة فى فروع متمددة من الرياشيات يما فى ذلك نظرية المصفوفات . وهو بصفة خاصة مشهور بسبب 
« نظرية جوردان للمنحنى » التى تنص على أن أىمنحني بسيط مقفل (١‏ مثل الدائرة أو المربع ) يقسم 
اللمستوى الي منطقتين منفصلتين غير متقاطعتين  ٠‏ 


١ 


خطوة ( 6 ) : امل الآن الصف الأعلى المصفوفة ( وذاك بتغطيته مثلا ) وأبدأ مرة أخرى بتطييق 
الخطوة الأولى على المصفوفة الجزئية الى تبق . واصل ف هذا الطريق حى تصير المصفوفة التامة ( الأصلية ) 


فى الشكل الصفى المميز . 
14 6 2-5-3 1 
12 0007 2- 0 0 


0 0 5 860 -17 -29 


14 6 2-503 لقد ضرب الصف الاول 
ق- 00010000 0 للمصفوفة 2 الجزئنية 
29 17- 0 5 0 


دم هه 
ا 
مم 

سا هه 


5 6 14 
-3 7 
0 000 1 1 


آقصى الاعمدة غم الصفرية يسار + 
فى المصفوغة الجزلية الجديدة ٠‏ 


014 6 2-5-3 
هب 1000 0 
١ 0 60 0 1 2‏ 
وتكؤن المصفوفة التامة ( الأصلية ) الآن فى الشكل الصى المميز . لإجحاد الشكل الصنى المميز المتزل 
نحتاج إلى اللمطوة الإضافية التالية . 
خطوة (؟ ) : باليده بالصف غير الصفرى الأخير وبالعمل لأعل » اضف مضاعفات مناسبة لكل صف 
إلى الصفوف أل تعلوه لتظهر أصفار فوق الآحاد المتقدمة 


1 


1 2 0 3 0 7 


دم 


1 0م 60 60 0 


وتكون المصفوفة الأخيرة فى الشكل الصى المميز افمئزل . 


مثال(5): 
حل بطريقة جاوس - جوردان تحذف نظام المعادلات اللطية 
0 حع و2 + و2 - ي32 + ركد 
1- دى«3 س ويرك + ي22 - يكرك - ي<6 + 21 
5 حعلا15 + و<10 + وعدد 
6 عدو«18 + و4 +دياة + »6 +281 


المصفوفة الممتدة هذا النظام هى 
0م 0و2220002- 1223 
1 3- 4 2 5- 2006 
55 15 0 10 5 0. 0 
6 18 222065022002804 

إضافة حاصل ضر ب الصف الأول ف 2 - إلى الصفين الثافى و ألرابم تسسلى 
0م 0و2 00 20- 1223 
1- 0-3 22002080- 1- 0 0 
5 15 0 10 029015 0 
6 18 0 8 4 0 0 

ضر ب الصف الثاق فى 1 - ثم إضافة حاصل ضرب الصف الثانى فى 5 - إلى الصف الثالث و حاصل 

ضر ب الصف الثانى فى 4 - إلى الصف الرابع تعملى 


0 0 2 0م 2- 3 1 
1 3 0 2 1 060 0 
0م 0 60 0 60 0 0 
2 6 0م 60 0 0 0 


تبديل الصفين الثالث والرابع ثم ضر ب الصف الثالث المصغوفة الناتجة ى 1/6 يعملى الشكل الصى المميز 
0م 60 20000- 12203 


1| 0212203 0 
14 0000020001 0 
م0 0 00000 060 


إضافة حاصل ضرب الصف الثالث فى 3 - إلى الصف الثانى ثم إضافة ضعف الصف الثاى المصفوفة * 
الناتجة إلى الصف الأو ل تععلى الشكل الصى المميز الْتزل 


0 0 2 4 0 3 1 
0 0 260 1 0 0 
1 1 0 0 0 0 0 
0 0 90 0 0 0 0 
و يكون نظام المعادلات المناظر هو 

0 - و2 + ي«4 + 312 + يعر 

0ع و2 + وكير 

14<ىد 


( لقد أهيلنا المعادلة الأخيرة 0 ح م0 ل 0 + وبزن -+د و0 + و0 + ث0 + ,0 
لأنها سوف تنتحقق تلقائياً يحل المعادلات المتبقية ) 
بالحل للمعادلات المتقدمة » نحصل على 


و2 - ن4«2 - يىغا3- ح إير 


و2- ع وير 
1<-ىع» 5 
إذا أعطينا المتغيرات يي » و » و ٠‏ القيم الاختيارية م » ى » 4 »ء عل الترتيب فإننا تحصل 
على فئة الحل بواسطة الصيغ 
214<ىمر عور رودو« 2,0- 2 وير اح ركد و4 م3 ح بير 
مفال(07): 


غالبا مايكون من الأدسب خل نظام من المعادلات المطية أن نأق بالمصفوفة الممتدة إلى الشكل الصى المميز 
دون مواصلة كل الطريق إلى الشكل الصف الميز مزل . عندما يم ذلك يمكن حل النظام المناظر للمعادلات 
اللملية بأسلوب يسمى بالتعويض الحلى . سنوضح هذه الطريقة باستخدام نظام المعادلات فى مقال 5 . 


من حسابات مثال + » يكون مايل شكلا صفياً مميزاً للمصفوفة المتدة . 


1223 20000200 
0 0 103 1 
0 00000001 14 
0 0 00060000060 


خل نظام المعادلات المناظر 
0ع و2 + و«2 - ي«3 + ريك 
-ى«3 + و2 + وعد 


خطوة ( ١‏ ) : حل المعادلات للمتغير ات المتقدمة 
و2 - و2 + 31 - حت إلا 
3*6 - ب2«<4 - 1 ع ويد 
4ع 


خطوة ( ؟ ) : بالبدء بالمعادلة السفلى و بالعمل إلى أعلى » عوض بالتتابع بكل معادلة فى جميع المعادلات 
ها 


اعلا 
التعويض بالمعادلة 1/3 ح- مد ف المعادلة الثانية يمعلى 
و2 - و2 + ج322 - ع إير 
24 - حت وير 


14 
التعويض بالمعادلة ي2#.- ح- وعد ف المعادلة الأولى يعطى 


و2 - و4 ج ث3 - 2 إكاد 


خطوة ( " ) : اعط قبا اختيارية للمتغير ات غير المتقدمة . 

إذا أعطينا المتغير ات ويد » ويد » ود القيم الاختيارية م ء ى ٠‏ ع على الأُرتيب فإن الحل يمملى 
بواسلة الصيغ الآآتية : 
+4حىىكد 7 ات ,28ح 2 وخا معدي« 2600 -و4 ا خ3- ح يعر 

ويتفق هذا مع الل الذى حصلنا عليه فى مثال ( 5 ) ٠‏ 

تسمى طريقة حل أنظمة المعادلات الخطية بواسطة اشتزال المصفوفة الممتدة إلى شكل صى ميز بطر يقة 
جاوس للحذدف . 

ملحوظة : الطريقة الى أعطيناها لاخمّزال مصفوفة إلى شكل صف مميز آو شكل صى مميز مزل مناسبة 
ماما لتنفيذها على الحاسب الألكثر وفى » لأنماطريقة منتظمة . و لكن هذه الاريقة تظهر أحياناً كسوراً يحب 
تجنبها وذلك بتغيير الخطوات ف الاتجاه الصحيح . طالما يم إتقان الطريقة الأساسية قد يرغب القارىء تغيير 
المطوات فى مسائل معيئة ليتجنب الكسور ( انظر مرين )1١‏ . بمكن إثبات - رغم أننا لن نفعل ذلك » 
أنه مهما اختلفت العمليات الأولية على الصفوف فإننا نصل دائماً إلى نفس الشكل الصى المميز الحيزل . 
بمعى آخغر » يكون الشكل الصنى المميز التزل وحيداً .و لكن الشكل الصى المميز ليس وحيداً » فيمكن 
الوصول إلى شكل صن ميز مختلف بتغيير متتابعة العمليات الأولية على الصفوف ( انظر "مرين )١4‏ . 
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تمارين ١‏ ل ؟ 


١‏ - أى من المصفوفات التالية فى الشكل الصنى المميز الحتزل ؟ 


© دداهت ه شاه هاه 


م مراه ات 


11 0 0 1 

10 (ج) |10 0 

0060 0 00 

10 31 10 0 5 

06013 ام 
4 01060 

11 0 

رج )[0 1 0 

00 0 

0 0 60 23 4 

2 1 0 (ء )01 00 

0 0 0 060 3 


+ -اعتير ى كل جزء أن المصفوفة اكوك وم اللطية قد اختز لت بواسلة عمليات على 
الصفوف إلى الشكل الصني المي امحتزل المعطى ل 


0 


ابد 5 
1 3 
2 4 
060 0 


(ج) 


0 
0 
1 


ال ك1 
مر 
3 
0-5 
مما تي هت هه 


غ. -اعتير فى كل جزء أن المصفوفة الممتدة لنظام من المعادلات الخطية قد اختز لت بواسطة عمليات على 
الصفوف إلى الشكل الصف المميز المعطى . حل النظام , 


(1) 
( ج+)[5- 7 
2 
2 4 
0 0 


لحل 


2 
-1 
2 


هه يراه 


4 
-2 
1 


-4 
1 
0 
0 


ى هت 5ه ه 


1]ب)101 427 120 
0 2 4+ 3- 1 0 
0 2 11 0 60 


1( د) 


0 
0 
0 


ه - حل كلا من الأنظمة الآتية بطريقة جاوس - جوردان تحذف . 


(1) 28> وكير + يد + ع2 
وعد - ج22 - إكا3 


( ب ) 0ح ور + رد جيعد 
0 ع و22 + ويكاة + 221- 


0 ح و3 + ي72 - ع4 
( ج) 21 وعد + بخ + و22 - وجا + وير 
3 > و9 دى*3 - وير4 - ,2 + 31 


2 > ونام + و22 + 223 + يعد - 220 
6 - وك - ي<2 + ,6 
0 ع وع18 دي<6 - وده - 222 


. حل كلا من الأنظمة ى تمرين ه بطريقة جاوس ذف‎ - ١ 


ب - حل كلا من الأنظمة الآنية بطريقة جاوس - جوردان ذف . 


0 ح ونا + ي«7 + »7 - 


)ع( 2- ع و3 - 21 (ب)15- اح وير د و2 + رعق رج 12 ع و8 -- ع4 
1 ع يعر +ن*«2 0 ع و2 + يكرة + بعرة 9 ح ي<6 - بيرق 
1 ع ي<2 + يذ 11 ح و32 + يعر + بع«3 6 ص 4 + ع2- 
0 - 7 + 11 
م - حل كلا من الأنظمة فتمرين 7 بطريقة جاوس لمحذف م 
- حل كلا من الأنظمة الآتية بطريقة جاوس'- جوردان نحمذف , 
(! ) 0- يجت + 2 + بعد زب)1 ع يعة دود + 222 لسري 
0 > ولاة + يخا + («2- 2 ديا2 + و72 + يكاة + بير 
5 > ي162] - نوع 1] - ج122 - يعر 


. حل كلا من الأنظمة فى مرين 4 بطريقة جاوس لف‎ - ٠ 


1- حل الأنظمة الآثية » حيث © » 8 »© © ثوابت . 


) أ ) م دير ع2 
- رر6 + ع3 


( ب) 220 وير 0 
> وع2 + 2*0 
© > و3 + بكيد3 


١١‏ - لأى قيمة للثابت © يوجد للنظام الثانى : حل واحد بالسبط ؟ يوجد عدد لانماق من الحلول ؟ لايوجد 


أى حل ؟ 
4 عد 32 بر2 + ير 
2 ع- 52 لاير سل عرق 
2 +م حوره 2م) ببر ع4 
م1 اختزل 
3 1 2 
7 2- 0 
5 4 3 


إلى الشكل الصنى المميز المتزل بدون إظهار أى كسر . 


يذ 


١4‏ - أوجد شكلين صفيين ميزين مختلفين للمصفوفة 
ةا 
27 
١٠٠‏ - حل النظام التالى من المعادلاات غير الحطية » بالنسبة للمجاهيل 0 ٠‏ 86 ©» ا حيث 25 5 ن 5 0 
و25 85 05ر2 >0597. 
3 > برسها 3 + م 5مع ‏ - ن مزه 2 


2 > بزسصة 2 - قم 005 2 + » مزو 4 
9 - رصهة + قم وم 3 - 2 سنو 6 


- صف الأشكال الصفية المميزة المختزلة الممكلة المصفوفة 


5ه 
و بم 4 
: م 6 
١‏ - أثيت أنه إذا كانت 0 عجو ْم 4# فإن الشكل الصى المميز المصغوفة 
3 3 10 
دمع|« [1ه 
- أستخدم مرين لتثبت أنه إذا كانت 0 عو مث - 4ه فيوجد للنظام 


# ع برط + عه 


١ع‏ ول + ين 
حل واحد بالضبط . 


١‏ ؟ الأنظمة المتجانسة للمعادلات الخطية 
يوجد لكل نظام من أنظمة المعادلات المطية » كا أشر نا من قبل » إما حل و احد أو عدد لالجا من الحلول» 
أو لايوجد أى حل على الإطلاق . عندما نتقدم » سوف نجد حالات لانهمم فيها بإيحاد حلول لنظام مسعلى » 


بقدر ما نكرس اهتامنا بتقرير عدد الحلول للنظام . نعطى فى هذا القسم حالات مختلفة بمكن فيبا تقرير عدد 
الحلول بالمعاينة , 


نظام المعادلات النطية يسمى متجانساً إذا كانت كل الحدود الثابتة أصفارا » بمعنى أن النظام على الصورة 
0ح بريه + 200 + يكاويه + وريه 
0 حت بريه + ٠٠١‏ + يكاووه + 1 ريه 
0 ح يمه + ٠0١‏ + يكايبيه + 1ك 

ليل 


جميع الأنظمة المتجانسة للمعادلات المطية متآلفة لأن 0 - وج » 0 عس و ء ... 2 0 جديءد هى 
دائماً حل . يسنى هذا الحل بالحل النافه » و إذا وسجدت حلول أخرى فتسمى هله الملول بالحلول غير التافهة . 

حيث إن أى نظام متجانس من المعادلات المطية يحب أن يكون متآلفاً » فيوجد النظام إما حل واحد 
أو عدد لانهانى من الحلول . حيث إن حلا مهما يكون تافهاً . 

يمكننا أن نقرر العالى : 

تتحقق لأى نظام متجانس من المعادلات اللطية إحدى المقولتين التاليتين 8 
٠‏ -يوجد للنظام الحل التافه فقط , 
٠‏ - يوجد للنظام عدد لالمائى من الحلول غير التافهة بالإضافة إلى الحل التافه . 

توجد حالة واحدة يتأكد عندها وجود حل غير. تافه للنظام المتجانس » بالتحديد » عندما يحوى النظام 
مجاهيل أكثر من المعادلات . لرؤية السبب » ندرس المثال التالى لأربع معادلات فى خمسة مجاهيل . 


مشال(8): 
حل النظام المتجانس التالى المعادلات القطية بطريقة جاوس - جوودان ذف 
0 > وير + وعد سد رج2 + 220 
0 ع وير + و3 - و22 + يا اح إلا 
012 0 يت و2 ديد + رير 


0ح وبر لاي« + ود 
المصفوفة الممتدة للنظام هى 
1 0 1+ 2 2 
1 3- 2 1ت ]بن 
1- 0 1-2 1 
1 1 1 0 0 
اختّز ل المصفوفة إلى الشكل الصى المميز اختزل لتحصل عل 


هه واه 


0 1 0 0 1 1 
0 1 0 1 0 0 
060 0 1 0م 60 0 
00م 0 60 60 0 0 
فيكون نظام المعادلات المناظر هو 
0 > ور + 3< و + إلدا 
(1.3) 0 ها 
0 ع- و« 
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الحل للمجاهيل المتقدمة يسسلى 


و إذنْ تعطى فئة الحل بواسطة 
+ > وير ,0 > ولا - 2 ويد ,5 > يع 6 ع و ح إيىر 
لاحظ أننا نمحصل على الحل التافه عندما 0 2 م حت ى . 


يوضح مثال م نقطتين هامتين عن حل الأنظمة المتجانسة للمعادلات المطية . أولا » أى من العمليات 
الثلات الأولية على الصفوف لابمكن أن تغير العمود الأخير للأصفار فى المصفوفة الممتدة ». و لذلك فنظام 
المعادلات المناظر المصفوفة المتدة فى الشكل الصى المميز اللختزل يحب أن يكون أيضاً نظاماً معجانساً . 
( انظر النظام 1.3 فى مثال 8 ) . ثائياً اعاداً على التواجد من عدمه لصفوف صفرية فى الشكل الصى المميز 
امختزت للمصفوفة الممتدة » يكون عدد المعادلات ف النظام ْمل أقل أو مساوياً لعدد المجاهيل فى النظام الأصلى 
( قارن النظامين 1.2 و 1.3 فى مثال م ) . لذلك إذا كان للنظام المتجانس المعطى عدد :: من المعادلات 
فى عدد 2 من الحاهيل حيث كانت : > :7 » و إذا وجد عدد ” من الصفوف غير الصفرية ف الشكل الصى المميز 
الختزل المصفوفة الممتدة فإنه يكون ‏ > م ٠»‏ وعليه فإن نظام المعادلات المناظر للمصغوفة المتدة فى الشكل 
الصى الميز مر ل سيكون على الصورة 


0 -()2 + ا 
0)>-()2 + 10 
)1.4( : 30 
0( ير 
حيث .2 ...وغ“ ورغ هى المتغيرات المتقدمة ء ( ) 8 ترمز إلى التجميعات الى نحوى 
العدد م 7 من المتغيرات الباقية . الحل للمتغير أت المتقدمة يععلى 
( )20> ح يعد 
( 20 ع يعد 
0 
كما فى مثال م > مكننا إعطاء قيم اختيارية للمجاهيل فى الطرف الآيمن وبهذا نحصل على عدد لانبائق 
من الحلول للنظام . 


تلخيصاً لما سبق لدينا النظرية الهامة الآتية : 


نظرية ١‏ : يوجد دائماً عدد لانهان من الحلول للنظام المتجانس من المعادلات الحطية الذى فيه عدد المجاهيل 
أكبر من عدد المعادلات . 


ىفق 


تمارين ١ ١‏ 
١‏ -دون استخدام ورقة وق » حدد لأى من الأنظمة المتجانسة التالية توجد حلول غير تافهة . 


) أ)20يع» + و5 + ي<3 + ,د ( ب ) 0- و<«3 + 222 + ركد 


0 دود - و«3 - 282 - عه 0 ع ويعره + يعد 
0 ع و8 + و72 + 2 + ,ع3 0 ع ور5ة 

( ج ) 2-0 وكويه + نويه + بريه 0د 0 ديعا + يعر 
0 > وعرويه + يكاويه + وريه 0 > ي2 + 2 


فى المّارين من ١‏ إلى ه حل المعطى من الأنظمة المتجانسة للمعادلات المطية . 


5-5 0ع و3 + يعد + ع2 اس« - 20 ين + وكيز + ييا + يعاق 
- و28 + ركد 0 > ييا - وعد + يعد - يعاق 
حت وعد + وير 

4 > 0ح ير + وير + و4 - 280 6 - 0 22 ترم دير 

0ع و26 + يكزة - ركر 0ج جعبرة- ع2 
0 دىء - 22 - ,+22 - 
0 دىع« + 3 + ريد 


0 ميد + وعد - ج28 س وكا 


؟ - لأى قيمة ( قيم ) للثابت .3 توجد حلول غير تافهة للنظام . 


0 دير +(3 -4) 
0 ع بر(3 -4)+يىع 
٠‏ - باعتبار نظام المعادلات 
0ع بر6 + عره 
0ع بره + عه 
0ع رز دعه 


ناقش الأوضاع النسبية تخطوط 0 - ترم مد بره » 0 ح ترك د يرم . 0 ح بر ل يرم عندما 
(1) يوجد للنظام الحل-التافه فقط 
(ب) يوجد النظام حلول غير تافهة 

م - باعتبار النظسام 


0 ح نرق + عه 
0ع برك + عنم 


(أ) بين أنه إذاكان مب س عد » وبر ح عر أى حل و 2 أى ثابت فإن معدم بس عر وبر ح نر أيضاً حل , 
(ب) بين أنه إذا كان وجد ح جرء ميرح بر و يبر ح برء يبرح بر أى حلين فإن و + ويراح عر 


واو ل وبراح بر أيضاً حل , 


"5 


4 - باعتبار أنظمة المعادلات 
> ع ترق + مره (1) 0 - ترق + بره (11) 
اع بره دعن 0ح بره + عه 
() بين أنه إذا كان وج ح عر اء ينزح بر و وعر ات را وير حابر حلين للنظام 1 
فإن وج - وعر اح عر اء وبر وبر اح بر حل للنظام , 
(ب) بينأنه إذا كان وج ست عر » ونر عت بر حلا للنظام 1 وكات وج ح عر ء نبز ا ابر حلا النظام 17 
فإن وج لك وبر س عر اء وبر له وبراح ابر حل للنظام 1 . 
٠‏ -(أ) فى نظام المعادلات الخطية المرقم (1.4) ٠‏ بين أنه يكون من الخطأ للرمز إلى المتغير ات المتقدمة 
بالرموز ,يدء يد 6 ...»ري © بدلا من «*,...دروكا ررد كا فعلنا من قيل . 
(ب) نظام المعادلات المرقم (1.3) حالة خاصة من (1.4) ماقيمة م فى هذه الحالة ؟ ماذا تكون 
بن ...ديعن ورين فى هذه الحالة ؟ أكتب المجاميع التى رمزنا لها بالرمز ( )8 فى (1.4) . 


١‏ 4 المصفوفات والعمليات عليها 

تظهر الر تيبة المستطيلة للأعداد الحقيقية فى مقامات كثيرة غير تلك الى تظهر فيها كصفوفات متدة 
.لأنظمة معادلات خطية . فى هذا القسم تعتبر مثل هذه التر تيبات أشياء قائمة بذائها وننشىء بعض خواصها 
للإستفادة مها فى عملنا القادم . 


.تعريف ؛ المصفوفة هى ترتيبة مستطيلة للأعداد . والأعداد فى الترتيبة تسمى عناصر المصفوفة . 


مثال(9) 
تعتير التكوينات التالية مصفوفات 
1 2# 2- 42 1 
[4] 8 0 + 3 [3- 0 1 2] |0 3 
0 0 0 4 | 


تبين هذه الآمثلة آن المصفوفات مختلف فى نوعها . يوصف نوع المصفوفة بذاكر عدد الصفوف 
( الخعلوط الأفقية ) والأعمدة ( الخطوط الرأسية ) التى توجد ف المصفوفة . المصفوفة اليسرى فى مثال و 
ثلاثة صفوف وعمودانء وبالتالى تكون منالنوع 2 ا 3 . يشير العدد الأيسر دائماً إلى عدد الصفوف والعدد 
الأيمن يشير إلى عدد الأعمدة . المصفوفات المتبقية فى مثال ه تكون من الأنواع 4 كا 361 ا 163 ا 2» 
1 6 1 وذلك بالتتابع من اليسار . سوف نستخدم الحروف الكبيرة ( 4 » 8 6 ... © مثلا ) لتر مز 
المصفوفات » ونستخدم الحروف الصخيرة لثر مز المقادير العددية . فقد نكتب 


17 1 5 ©4|]_ 
لاعس اكه 


؟ 


من الشائع عند دراسة المصفوفات الإشارة إلى المقادير العددية بأنها أعداد قياسية . فى هذا النص ستكون 
كل أعدادنا القياسية أعداداً حقيقية . 


إذا كانت 4 مصفوفة فنستخدم ره لترمز إلى العنصر الذى فى الصف # والعمود ثر المصفوفة #4 . 
وعلى ذلك بمكن كتابة المصفوفة العامة من النوع 4 < 3 على الصورة 
614 613 #12 ررك 
3 د42 022 2-5 
6134 8©33© 0432© 431 
من الطبيعى إذا استخدمنا 8 لارمز للمصفوفة فإننا نستخدم ررم للعنصر فق الصف : والممود ثر . 
وعل ذلك يمكن كتابة المصفوفة العامة من النوع 8 ا « على الصورة . 


مرط ٠*٠‏ درط ورط 
4 6 4 8 عاق 
[١‏ مط مط 


المصفوفة 4 الى بها # من الصفوف  »‏ من الأعندة هى مصفوفة مربعة من النوع 7 ا # والعناصر 
و4 6 :دك ء .. . » ريرك يقال إنما علي القطر الرئيسى المصفوفة 4 (انظر شكل ١‏ ل ). 


لكك 

لقد استخدمنا المصفوفات فيا سبق لاختصاز العمل فى حل أنظمة المعادلات المطية . لكن لأجل تطبيقات 
أخرى يكون من المرغوب فيه أن ننشى" « حسابا المصغوفات » فيه بمكن إضافة وضرب المصفوفات بطريقة 
مفيدة : الحزء المتبى من هذا القسم سيخصص لإنشاء هذا الحساب . 

تسمى المصفوفتان متساويتان إذا كانتا من نفس النوع وتساوت العناصر المتناظرة فى المصفوفتين . 


شال )0١(‏ : 
اعتبر المصفوفات 
1 1 2 1 2 ل 2 
5401-© [: م|-5 [ه ]+ 
هنا 0 عج 4 حيث إن 4 و © ليستا من نفس النوع ء لنفس السبب © عج 8 . أيضاً 8 ع 4م 
حميك: أن اليست: كل الفناصر المتناظطزة بمتساوية .. 


تعريف : إذا كانت المصفوفتان 4 و 8 من نوع واحد ء فيكون المجموع 8 + 4 هو المصفوفة 
الى نحصل عليها تجمع العناصر المتناظرة فى المصفوفتين . لا بمكن جمع مصفوفتين من نوعين مختلفين . 


وف 


باعتبار المصفوفات 
1 1 5 3 4- 5 0 1 7 
1 0 1[ 20202060 2 ]ده إه 02 120-|-دل4 
5 2-4 3 0 7 4-2 
فإت 


3 2 2 1 8 + 4م 
5 3 0 7 


فى حين يكون كل من 0 + 4 ا 0 + 8 غير معرف . 


تعريف : إذا كانت 4 أى مصفوفة وكان م أى عدد قياسى فيكون حاصل صرب 4ن هو المصفوفة 
الناتجة بضر ب كل عنصر للمصفوفة 4 فى © . 


مبال (؟١١):‏ 


إذا كانت 4 هى المصفوفة 


د 4 4 8 

1-|ح 1(4-) و 6 2 24-2 
120 20 

إذا كانت 8 أى مصفوفة » فإن 8 - ستر مز لحاصل الضرب 8 (1 -) . 


إذا كانت المصفوفتان 4 . 8 من نوع واحد فتعرف المصقوفة 8 4 عل أنها المجموع 
18-) +4 د (ه-) +4 . 


: )١١( مفال‎ 


اعتير المصفوفتين 


"1 


من التعاريف السابقة ينتج أن 


7 وت 0 
؟ ؟ اعم 
ف الك ١‏ رت 7 0 ف 3 إل وري 
د 85 قا“ لق 4 دز إن د 5ا-82- 


لاحظ أن 8 - 4 بمكن الحصول عليها مباشرة بطرح عناصر 8 من العناصر المناظرة المصفوفة 4 . 

عرفنا فيا سبق » ضرب مصفوفة فى عدد قياسى . والسؤال الثانى إذن هو كيف نضر ب مصفوفتين فى 
بعضهما ؟ ربما يبدو من الطبيعى جداً أن يكون التعريف هو . . « اضرب العناصر المتناظرة فى بعضها» ما 
يثير الدهشة أن هذا التعريف لن يكون مفيداً فى أغلب المسائل . وقد قادت التجربة الرياضيين إلى التعريف 
التالى لضر ب المصفوفات وهذا التعريف أقل بداهة لكنه ذا فائدة أكبر . 

تعريف : إذا كانت مصفوفة من النوع 6# 7 و 8 مصفوفة من النوع # كا م فيكون 
حاصل الضرب 48 هو المصفوفة من النوع # ا :ب والى تحدد عناصرها كا يل : 

لإيجحاد العنصر ق الصف 2 والعمود ثر للمصفوفة 48 ٠»‏ استخرج على حدة كلا من الصف # من 
المصفوفة 4, والعمود نر من المصفوفة 8 . اضرب المناصر المتناظرة من الصف والعمود فى بعضها ثم 
اجمع حواصل الضرب النائجة . 


مشال )١4(‏ : 
اعتبر المصفوفتين 
3 4 1 4 
ف 5 مادم 0غ فاده 
5 35 7# 2 
بما أن 4 مصفوفة من النوع 3 ا 2 و 8 مصفوفة من النوع 4 كا 3 فيكون حاصل الضرب 
8 مصفوفة من النوع 4 كا 2 على سبيل المثال لتعيين العنصر ف الصف الثانى والعمود الثالث المصفوفة 


8 » نستخرج على حدة الصف الثانى من 4 والعمود الثالث من 8 » ثم نضرب كا أوضحنا » العناصر 
المتناظرة فى بعضها و نجمع حواصل الضرب التناتجة . 


5 3 1 4 
]-|' 0 لقيية.. 1 
2 7 232 


)2١4( + )6١3( + )0١5( - 6 


ا 


بحسب العنصر ى الصف الأول والعمود الرابع المصفوفة 48م كا يل : 


4001 4 0 

8 ا 0 لب 8 1ت #8 

3 يا لا لا 

2 68 8! ]3 لا و ب‎ ]( 86 ][ 
)1١3( + )2١1( + )4١ 2-2 3 


وتكون الحسابات للعناصر المتبقية هى 
)1١4( + )2١0( + )402(- 12‏ 
)1١1(-)2:1+ )4.7- 77‏ 
- 23 27 :| -قه 0 -(405) +(20:3) + )1١4(‏ 
)2١4( + )600(+ 0١:2 8‏ 
)2١01( - )6١1( + )0١7( - -4‏ 
)6١:1(+ )0١2(-> 12‏ + (203) 


يتطلب تعريف ضرب مصفوفتين أن يكون عدد أعمدة العامل الأيسر 4 هو نفس عدد صفوف العامل 
الأمن 8 لكى يتشكل حاصل الضرب 48, . إذا لم يتحقق هذا الشرط فلن يعرف حاصل الضرب . 
وطريقة ملائمة لتحديد ما إذا كان ضرب مصفوفتين معرفاً أم لا هى الطريقة التالية . نكتب نوع العامل 
الأيسر وعل بمينه نكتب نوع العمل الأيمن . إذا كان العددان الداخليان متساويين » كا فى شكل ١‏ - م » 
فيكون الضر ب معرفا » والعددان الحا جيان يعطيان نوع حاصل الضرب . 


(شكل 1 -م) المارج 


: )١6( مثال‎ 


افترض أن 4 مصفوفة .ن النوع 4 كا 3 ء 8 مصفوفة من النوع 7 كا 4 » © مصفوفة من النوع 
3 كا 7 فيعرف حاصل الضرب 48 ويكون مصفوفة من النوع 7 ا 3 » ويعرف 04 ويكون 
مصفوفة من النوع 4 ا 7 ويعرف 80 ويكون مصفوفة من النوع 3 كا 4 حواصل الضرب 46 ٠‏ 
8© . 84 غير معروفة . 
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: )١١( مشال‎ 


إذا كانت 4, مصفوفة عامة من النوع م ا 2 و 8 مصفوفة عامة من النوع # ا م فإن العنصر 
فى الصف # والعمود ثر كا يتبين من التظليل أدناه يعطى بالصيغة 
زرطنه + ٠٠١‏ + روطوبه + روطوبه + زرط ره 


8 2ر6 1 2 
7 5 
7 فرط رط 


سمأ *'' سك إسا» 
لضرب المصفوفات تطبيق هام على أنظمة المعادلات المظية , اعتبر أى نظام لعدد :م من المعادلات 
المطية فى # مجهولا . 


و5 ع تررك + 0:: + يدوره + رركن 
و6 ع ولرره + ٠00‏ + واوره + درو 
و ع وار ل 0 ل واويرك عه تراه 


حيث إن أى مصفوفتين تكونان متساويتين إذا وفقط إذا كانت العناصر المتناظرة متساوية فيمكانا 
إبدال المعادلات ذات العدد م فى هذا النظام بمعادلة مصفوفات واحدة 


8 والورة ع 00 ل وكاورة عه 403 
ج86 وكورة 4 :+ عل وكاوولة عد ركارجة 
8/7 ارب + 0 عط ويرك 2 1ل ريراك 
المصفوفة من النوع 1 ا 72 الى فى الطرف الأيسر هذه المعادلة بمكن كتابتها كحاصل ضر ب لتعطى 
8 اأسوة "©" ووة جرة 
د6|_ | ] إميه ٠٠٠‏ ديك رين 
15 “تالس *'' سك اسك 


إذا ميزنا هذه المصفوفات بالرموز 4 ء كر ء 8 على الترتيب فإن النظام الأصلى لعدد 7# من 
المعادلات ى ‏ من المحاهيل يكون قد استبدل معادلة المصفوفات الواحدة . 
(1.5) 8 م 

سنخصص جزءا من عملنا القادم لحل معادلات المصفوفات مثل هذه للحصول عل مصفوفة المجاهيل 26 . 
نتيجة هذا الاتجاه فى المصفوفات » سنحصل على طريقة جديدة ومجدية لحل أنظمة المعادلات الاطية . تسمى 
المصفوفة 4, فى 1.5 مصفوفة المعاملات للنظام . 


يذ 


مفال )١9(‏ : 
فى بعض الأوقات يكون من المفيد أن نكون قادرين على إيحاد صف أو مود معيئين فى حاصل الضرب 
48 دون حساب حاصل الضرب بأكله . سوف نترك ذلك كسألة لتوضيح أن عناصر العمود ث من 48 
هى حاصل الضرب 48 » حيث ر8 هى المصفوفة المكونة من العمود ثر فقط المصفوفة 8 على ذلك 
إذا كانت 4 و 8 المصفوفتين فى مثال ٠ ١4‏ فيمكن الحصول عل العمود الثاانى من 48/ بواسطلة الحساب 


]م 5 0 2 ا 
4- 0 26 
7 
1 4 
العمود الثانى من 48 العمود الثانى من 8 
بالمثل فعناصر الصف * من 48 هى عناصر حاصل الضرب ركم . حيث ,4 هى المصفوفة 


المكونة من الصف + فقط للمصفوفة 4, على ذلك بمكن الحصول على الصف الأول من حاصل الضرب 
8ك فى مثال ١4‏ بواسطة الحساب 


43 1 4 
[13 30 27 12]-]|1 3 1- 4[]0 2 1] 
2 5 17 2 
الصف الأول من 428/ الصف الأول من 4 
تمارين ١‏ -س 4 


١‏ - لتكن 4 ٠‏ 8 مصفوفتين من النوع 5 ولتمكن 60 .2 2ءظ مصفوفات من التوع 
2 ا 5 , 2 4 ء 4 كا 5 عل الترئيب حدد أي من عبارات المصفوفات التالية معرفة . بالاسبة للمعرفات 
منها أوجد نوع المصغوفة الناتجة : 

)غ0( 2824 (ب) هب+6م4 (ج) 8ع همي 

(مهم) هعهضل4ل (ه) (4+8)يم (و) (©2)4 


+ - (أ) أثبت أنه إذا كانت 48 ٠‏ 84 معرفتين فإن 48 » 84 مصفوفتان مر بعتان . 


(ب) أثبت أنه إذا كانت 4 مصفوفة من النوع # 6 # وكانت (/4)8 معرفة فإن 8 مصفوفة 
من النوع 7 6< 7. 


مب - حل معادلة المصفوفات الآتية لإيجحاد 6ع شء م2 ك4 


1 ة]_ [ء+م طده 
6 7] [غ22-44 »+34 


34 


() ضه (ب) شظ+هم ر(ج) محم 
(د) ظه (ه) مع 0 - 
ه - باستخدام المصفوفات فى مرين 4 » احسب إذا أمكن 
)غ20 ه-36 © همرظة) 
 )+(‏ ©482) (د) (4)86 
(«ه) هد+ن (ههم (,) 2ظهجه (حيث ظه- نظ) 


: بافتر اض أن‎ - ٠ 


0 4 0-2 م -522 +3 
3 1 8-0 هم 4 5 26م 
5 7 9و 4 0 


استخدم الطريقة المبينة فى مثال ١1‏ لإيحاد 
( أ) الصف الأول من 48م (ب) الصف الثالث من 48 


(ج)2 الود الثا من 48 (د) العمودالأول من 84 
(ه) الصف الثالث من 44م ( و) العمودالثالثك من 4/4 


٠‏ - لعكن © . 2ء # المصفوفات الى فى "مرين + . استخدم أقل حسابات ممكنة لتعيين العنصر ى 
الصف الثاى و الممود الثالث للمصفوفة ( 28 ) © . : 


م - (1) أثيت أنه إذا وجد بالمصفوفة 4 صف من الأصفار وكانت 8 أى مصفوفة مُعرف لها حاصل 
الضرب 48 » فيوجد بالمصفوفة 48م صف من الأصفار . 
(ب) أوجد نتيجة مائلة تشمل عموداً من الأصفار . 


و - لتكن 4 أى مصفوفة من النوع ‏ كا :م ولتكن 0 المصغوفة من النوع # ٠6‏ 78 الى جميع 
عناصرها أصفار . أثبت إذا كانت 0- 44م فإن 4-0 أو 4-0 


: التكن / المصفوفة من التوع 2 ا 8 التي عناصرها فى الصف ثم والعمود ثر كا يل‎ - ٠ 
1 11 رد‎ 
زعو كذ و‎ 
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أثبت أن 4 ع- 4 ح 4م لأى مصفوفة 4 من النوع # 6 8 . 
- المصغوفة المربعة تسمى مصفوفة قطرية إذا كانت كل العناصر أصفارا عدا عناصر القطر الرئيسى . 
أثبت أن حاصل ضرب مصفوفتين قطريتين هو أيضاً مصفوفة قطرية . ضع قاعدة لضرب المصغوفات 
القطرية . 
٠١‏ - (أ) أثيت أنعناصر الممود تر من المصفوفة 48 هى عناصر حاصل الضر ب 48 حيث 8 
هى المصفوفة المكونة من الممود تر المصفوفة 8 . 
(ب) أثبت أن عناصر الصف : من المصفوفة 48 هى عناصر حاصل الضرب 8 ,4 حيث ,4 
هى المصفوفة المكونة من الصف 27 للمصفوفة 4 . 
١‏ ده قواعد حساب المصفوفات 
على الرغم من أن الكثير من قواعد الحساب للأعداد الحقيقية ينطبق آيضا على المصفوفات فهناك بعس 
الاستثناءات . واحد من أهم الاستغناءات يحدث عند ضر ب المصفوفات , بالنسبة لأى عددين حقيقين © » 8 
يكون دائما 86 ع 8ه غالبا ما تسمى هذه الخاصية بقانون الإبدال الضرب . بالنسبة للمصغوفات ليس 
من الضرورى أن تتساوى 48 » 84. بمكن أن يفشل حدوث التساوى ثثلاثة أسباب . فثلا ممكن 
أن تكون 48 معرفة » لكن 84 لا تكون معرفة م تحدث هذه المالة عندما تكون 4. مصفوفة من التوع 
3 و8 مصغوفة من النوع 4 3 يمكن أيضاً أن تكون 48 » 84 ممعرفتين لكن تكونان من 
نوعين مختلفين , حدث هذا عندما تكون 4 مصفوفة من النوع 3 كا 2 و8 مصفؤة من النوع 2 6 3 أخيرا» 
يوضح المثال التالى أنه من الممكن أن تكون 84 ع 48 رغم كون المصفوفتين 48 » 8/4 كلتيهما 
معرفتين وغما من نوع واد 


: )١8( مشال‎ 


اعتبر المصفوفتين 


الضر ب يععلى 
36 21-2[ 
اي الاين 
وإذن 84 عد 48 


رغم عدم تحقق قانون الإبدال بالنسبة تلضرب فى حساب المصغوفات »ع فإن كثيرا من قوانين المساب 
الممروفة تتسقق قمصفوفات . نلخص ف النظرية التالية عددا من أ كثر هذه القوانين أهمية كا نذكر أمياءها . 
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نظرية * .: تتحقق القوانين التالية لحساب المصفوفات » وذلك بفرضص أن أنواع المصفوفات تكون 
محيث بمكن إتمام العمليات المبينة . 


بلق م +8 - 8 +4 ( قانون الإبدال بالنسبة الجمع ) 
(ب) © +(8 + 4) - 0 + 8) +4 ( قانون الإدماج بالنسبة للجمع ) 
رج (48) - مهام ( قانون الإدماج بالنسبة للغر ب ) 
6 40 + هم د 0 + ق4)8 ( قانون التوزيع ) 

4 لح +دمه دم + ق) ( قانون التوزيع ) 

)2( 6م اهم د (0 - ق8)م 

00( مه مه دمه - 8) 

© © + همح © + ه)ه 

رط 6ه - هلم ع (© - ظام 

رى 56+ نم د 5(6 + مو) 

2( 0 - 6م - عرز - ه) 

00( (50)ه ع حرهه) 

م( (8)00 - عرهم) ع (86)ه 


تؤكد كل معادلة من المعادلات الى فى النظرية على متساوية بين المصغوفات, لبرهئة أى من هذه المتساويات 
يلزم أن ثعبت أن المصفوفة بالطرف الأيسر من نفس النوع مثل المصفوفة بالطرف الأيمن » وأن العناصر 
المتناظرة فى المصفوفتين متساوية . للتوضيح سنبرهن (ح ) . ونعطى بعض البر اهين المتبقية كسائل . 


برهان (ح ) : بما أن الطرف الأيسر يتضمن العملية © -4 4 » فيجب أن تكون المصفوفتان 8 » ©. 
من نوع واحد وليكن #8 كا 7# وينتج من ذلك أن المصفوفتين ( © + 8 ) © و 40 حل 8ه تكونان 
من نفس هذا النوع . 

ليكن زْ/ عنصراً فى مصفوفة الطرف الآيسر وليكن ررم العنصر المناظر ى مصفوفة الطرف 
الأيمن . لإمام البر هان يحب إثبات أن رع ربا إذا فرضنا أن ورك » رره » رب عناسر فى الصف غ8 
والممود تر المصفوفات 4اء 8 » © على الترتيب . فينتج من تعاريف عمليات المصفوفات أن 

زعه عداررطه دانم ا ى يه + رط)ه > ررا 
يما أن زمه + ررظه > (رنت + ررط)ه ‏ فتحصل عل ررم >- رر/ ويم ذلك البر هان . 


برغم أن عمليى جمع المصفوفات وضرب المصفوفات قد عرفتا لأزواج من المصفوفات ٠»‏ فإن قانوى 
الإدماج (ب) و ( ج) يتيحان لنا أن نرمز إلى نواتج المبع وحواصل الضرب لثلاث مصغوفات بالرمزين 
© +8 + 4 و 480 دون إدخال أى أقواس . ويبرر ذاك أنه مهما كانت كيفية إدخال الأقواسفقانونا 
الإدماج يضمنان الحصول على نفس الثتيجة الهائية . بدون الدخؤل ف التفاصيل » يمكننا ملاحظة تحقق 
نتائج مماثلة بالنسبة إلى نواتج الحمع والضرب المتضمنة أربع مصفوفاتأو أكثر . بصفة عامة » إذا أعطينا 
أى ححاصل جمع أو حاصل ضرب لمصفرقات فيمكن إدضال أو حذف الأقواس فى أى مكان بداخل العبارة دون 
التأثير عل النتيجة البائية . 


لفن 


مثال (94) : 
كثال توضيحى لقانون الإدماج بالنسبة لضر ب المصفوفات » اعتير 


الت ام 


زذ ]-[ة ذا 


وإذة 15 18 2 1 

5 1 0 1 3ع (80)لم 
وعليه فإن (80) 4 - © (48) كا تكفل نظرية ؟ ( ج) 
تسمى بمصفوفة صفرية المصفوفة التى كل عناصرها أصفار » مثل 


0 
0 0 60 
00 0 60 0 
1 .ههه‎ | 1 .  ]0[ 
0 00 0 0 0 


0 


سير مز للمصفوفات الصفرية بالرمز 0) © وإذا كان من المهم الثنويه عن النوع فستكتب »,0 


المصفوفة الصفرية من النوع # 6< 78 . 


إذا كانت 4 أى مصفوفة و 0 المصغوفة الصفرية من نفس النوع فن الواضح أن 4 - 0 + 4 
تلعب المصفوفة الصفرية فى هذه المعادلة المصفوفات نفس الدور الذى يلعبه العدد 0 ف المعادلة المددية 


مع 0+ 0ه 


حيث أننا عل بالفمل أن بعضض قواعد المساب للأعداد الحقيقية لا تطبق على حساب المصفوفات » 
فيكون من الور افتراض أن كل خواص صفر الأعداد الحقيقية تطبق على صفر المصفوفات . عل سبيل 


المغال » اعتير النتيجتين المعتادتين فى حساب الأعداد الحقيقية 


زفن 


. ) إذا كانت م4 ع شه », 0 2و م فان م ح م ( يسمى هذا بقانون الحذف‎ - ١ 
. إذا كانت 0 > هج فيكون أحد العاملين فى اليسار مساوياً الصفر‎ - + 


كا يوضح المثال التالى » تكون النتيجتان المناظرتان خاطتتين فى حساب المصفوفات . 
مثال )0١(‏ : 
اعتبر المصفوفات 


ا ا 


هنا نيحد أن 


رفم أن () يت 4. فيكون من غير الصحيح شطب 4/ على كلا الطرفين للمعادلة 46 - 48 وكتابة 
© 8 , وإذاً لا ينطبق قائون الحذف على حساب المصفوفات . 

أيضاً 0 - 8م » مع ذلك 0 عو 4 و 0 يو © فالنقيجة (؟) المدوئة أعلاه لا تنطبق على 
حساب المصفوفات , 

بالرغم من هذه الأمثلة السلبية » فينطبق عدد من الحواص المعروفة للعدد الحقيق 0 على المصفوفات 
الصفرية , وتتلخص ف النظرية التالية بعض من أهم هذه الخواص . 

البر اهين مر وكة كمار ين . 

نظرية "# : القواعد التالية لساب المصفوفات صميحة » بافتراض أن أنواع المصفوفات تكون 
حيث يمكن إتمام العمليات المشار إليها . 

()م دم +معمب+م4 

١ب‏ 4-0 دم 

2 4م -4م-م 

(د) 04-0 :40-0 

كتطبيق لنتائجنا فى حساب المصفوفات » تبر هن النظرية التالية » وال بادرنا بها مبكر؟ فى النص . 

نظرية 4 ع يوجد لكل نظام من أنظمة المعادلات الخطية إما عدذ لانهاقٌ من الخلول أو حل واحد 
بالضبط أو لا يوجد له أى حل . 


رذ 


البر هان : إذا كان 8 - 45م نظاما من المعادلات اللمطية فيكون واحد بالضبط من الآتى صميحاً : 
(1) لا يوجد للنظام أى حل » (ب) يوجد للنظام حل واحد بالضبط » ( ج) يوجد للنظام أكثر من حل 
واحد . سيكون البر هان كاملا إذا استطعنا إثبات وجود عدد لا مان من الحلول للنظام فى المالة ( ج) . 


افترض أن 8 ح كيم ها أكثر من حل » ليكن كل ء ل حلين مختلفين وعليه فإن 8 +- ,41 
8 ع يلاه بطرح هاتين المعادلتين نحصل عل 0ع يلام لام أو 0 ع (ولا ‏ اكلم 
إذا افترضنا أن دل ولا ح مك وأن يم أى عدد قياس » فإن 
0 لوف 5 ففل” 
)م + ,لام - 
0 + 8د 
0 +8 - 


2-8 
و لكن هذا ينص عل أن 416 + أ حل للمعادلة 8 - 46, بما أنه يوجد عدد لا نهال من الاختيارات 
العدد القياسى م » فيوجد للنظام 8 ح 46م عدد لا نبال من الحلول . 


تعتير ذات أهمية خاصة المصفوفات المربعة مع أحاد فى القطر الرئيسى وأصفار فى غير القطر الرئيبى » 


مشل 
10 
1 0 100 10 
|0 1 0 5 
0 0 001 1 0 
0060 
كل مصفوفة من أمثال هذه المصفوفات تسمى مصفوفة الوحدة ويرمز ها بالرمز م وإذا كان من 
المهم تأكيد النوع ٠‏ سنكتب بي المصفوفة الوحدة من النوع 8 6< 5 . 
إذا كانت 4 مصفوفة من النوع # كت فإن 4 ع ,41 د 4 ح ,1 كا هو موضح ق 
المثال التالى . وعليه تلعب مصفوفة الوحدة فى حساب المصفوفات نفس دور العدد 1 ف العلاقات المددية 


0 0 
0 0 
عا 1601 
1 0 


4 ع 1١م‏ عه 2 .1١6‏ 


مشال (١؟)‏ : 
اعتير المصفوفة 
0 612 4-0 
و4 2422 0421 


اغا 


١ 412 6131‏ 1 1 د رز 
دده 2322© 424 |[1 0 
0 0 1 
4 - 613 412 011 -[0 1 0 1 412 0 - مله 
د62 422 221 1 00 423 622 0421 


إذا كانت 4 مصفوفة مربعة » وكان من الممكن إيحاد مصغوفة 8 محيث يكون 7 ع 84 ع 8 م 
فيقال إن 4, قابلة للانعكاس وتسمى 8 مصفوفة عكسية ( معكوس ) للمصغوفة 4م . 


مشال (؟١0)‏ : 
المصفوفة 
35 نكن نان ند #اقظ 0 د 
1 || - 8 مصفوفة عكية للصفرنة 1 53 
وذلك لأن 
60 1 5 2-513 
1 -1: 3 | -قه 
و 
10 5- 2 ][5 3 
1 1 ا [|-دة 
مشال(): 
المصفوفة 


غير قابلة للانمكاس . لمعرفة السيب » افتر ض أن 
وريه صرط درط 
4 يوط رو5| ع 8 
ودف 2و6 روط 
مصفوفة ما من النووع 3 ا 3. من مثال ١7‏ العمود الثالث المصفوفة 8/4 هو 
0 0ط ييط رط 
ل الم 2 كك 
0 0] لود ووط روة 
ه؟ 


وإذن 


10 
1 0]ع عو مضه 
0 0 


2ت سم 


من المنعلق أن نسأل عن إمكائية وجود أكثر من معكوس واحد لمصفوفة قابلة للانمكاس . توضح 
النظرية الآتية أن الإجابة بالتى » فالمصغوفة القابلة للانمكاس يكون ها معكوس واحد . 

نظرية ه : إذا كانت 8 و © ممكوسين المصفوفة 4 فإن © 8 . 

البرهان :. حيث إن 8 معكوس للمصغوفة 4 فإن #/ - 84 . ضرب الطرفين من المين ىق 
المصفوفة © يعلى © -© 7ح ©8/4(0) ولكن 8 -81 ع (8)40 ع 84(0) رإذن © د ه . 

تبعا لهذه النتيجة الهامة » يمكننا الآن أن نتكل عن « ا(» معكوس لمصفوفة قابلة للانمكاس . إذا كانت 4 
قابلة للانعكاس » فسيرمز لمعكومما بالرمز 4-4 وعليه فإن 

[-4اعم 5 ود 41م 

المعكوس للمصفوفة 4 يلعب نفس الدور فى حساب المصفوفات الذى يلعبه المقلوب 674 ف العلاقات 


المددية 1 ع 1-هه و1 ع مدي 


مثال(64) : 
اعتبر المصفوفة من النوع 2 7 2 


إذا كانت 0 عجو مم6 - 4ه فإن 
4 42 


8 هه »ط -قه | _[ط- #4 1 4-1 
له هع- ]ءم-ه4م 2 


كك 2 


عط - 4ه ع5 - 4ه ١‏ 
إذ أن يمع 41م و ث2 س 4-14 ( تحقق من ذلك ) سنبين ف القمم التالى كيف يمكن إيحاد 


المعكوس لمصفوفة قابلة للانمكاس من نوع يختلف عن2 7 2 


فنا 


نظرية 5 : إذا كانت 4 و 8 قابلتين للانمكاس ومن نفس النوع ٠‏ فإن 
(أ) 48 قابلة للانمكاس 
(ب) م حم ح ١-ره4)‏ 
البرهان : إذا أمكننا أن نثبت أن 1 ع (4-1()48؛8-1) > (1- 1 -48()8,) فستكون قد أثبتنا 
فى نفس الوقت أن 48 قابلة للانمكاس وأن 8-1-1 - 4-(8م) ولكن 
1 ع 41م د ملل د لحم 8هيل د رنحو! -شارهم) 
وبالئل فإن م ع (48) (4-1؛ 8) 


رغم أننا سوف لانعلى البرهان فهذه النتيجة يمكن أن تمتد لتشمل ثلاثة أو أكثر من العوامل . عليه 
مكنا أن نقرر النتيجة العامة التالية . 


حاصل ضر ب المصفوفات القابلة للانعكاس يكون دائماً قابلا للانمكاس » و ممكوس حاصل الضرب 
هو حاصل ضرب المعكوسات فق ترتيب عكبى , 
مثال (6) 

اعتبر المصفوفات 


بتطبيق الصيغة المعطاة فى مثال + ؟ » نحصل على 


ا إن 1 
ايض 
ا 


وإذن 8-14-4 ع 8(1م) كما هو مكفول من نظرية )١(‏ . 

إذا كانت 4 مصفوفة مربعة و 8 عدد موجب » فإننا نعرف 
4-٠-4‏ لى - "لم 
الم سكت 


من العوامل 
7 -ثيم 


يفنا 


؟ ‏ الجير الخطى 


بالإضافة إلى ذلك ء إذا كانت 4, قابلة للانمكاس » فإننا نمرف 
لحم ...مي د تا 1) د "حل 
من العوامل 

نظرية + : إذا كانت 4 مصفوفة قابلة للانمكاس فإن : 
(1) 4-4 قابلة للانمكاس و م ح 1-(4-1م) 
(ب) ”4 قابلة للانمكاس ب ”(4-1) - 4 (47) لقم . . . . ,2 ,1 ,0 ح م 
(ب) لأى عدد ‏ قياسى وغير صفرى ٠‏ 64 قابلة للانمكاس و 4 رفع 

البر هان : 
(أ) حيث إن 4 ح م 1-لم ‏ 4-1لم » فتكون 4-4 قابلة للاتمكاس و م د 14-(4-1) . 
(ب) هذا الجزء متروك كتمرين . 
( ج) إذا كان / أى عدد قيامى غير صفرى » فإن النتائج (ل) » (م) بنظرية ٠‏ تسمح لنا بأن نكتب . 


98 1 _- 1 1 
! - /را) ع !ا مد - ١‏ دمع - (' )مم 


وبالئل ‏ 7 - مزحمع) » إذن #4 قابلة للانعكاس و 508 ل مالكل 


وننهى هذا القسم بملاحظة آنه إذا كانت 4 مصفوفة مربعة و كان # و ى عددين سميحين » فإن القوانين 
المألوفة التالية للأسس تكون صميحة 


“م ب ترم ) لت كك اي 7 


البر اهين مثر و كة كتارين . 


6-1١ تمارين‎ 

١‏ -لتكن 
سه مده [ 7]-ء [: 5-6 [71]ع«ه 
ثبت أن 
(أ)عب هعم دوجم جه  )+(‏ نه - رهما 
١ج(‏ ©5 + مه - عرز + م) (د) عه - هم ع © - هاه 


لين 


٠‏ - باستخدام المصفوفات والأعداد القياسية فى "مرين ١‏ ء أثبت أن 


(1) (عماظ - عرله) - رعظاه (ب) عم هم - و - 8)ه 


م - استخدم الصيغة المعطاة فى مثال 78 لحساب المعكوس لكل من المصفوفات التالية : 


ا[ لاعف دم 


- تحقق من أن المصفوفتين 4 و 8 فى تمرين م تحقق الملاقة 8-4 4م ح 1-(8لم) 


ه - لتكن 4 و 8 مصقوفقتين مربمتين من نفس النوع » هل 4282 ع 48(2) متطابقة مصفوفات 
صحيحة ؟ برر إجابتك . 


١‏ - لتكن 4, مصفوفة قابلة للانمكاس و معكومها هو 


4 3 
4 5 
أوجد المصفوفة 4 . 
٠0‏ - لتكن 4 مصفوفة قابلة للانعكاس » بفرض أن معكوس 7/4 هو 
2 1- 
4-7 
أوجد المصفوفة 4 . 
م - لتكن 4 هى المصفوقة 


احسب 43 ع 4-3 . ربد 24 -42. 


4 - لتكن 4 هى المصفوفة 
١ 1 0‏ 
1 1 
1-21 


حدد هل 4 قابلة للانعكاس ء وإذا كانت كذلك ؛ أوجد معكوبها . 
( إرشساد : حل #7 ع 4/0 مساواة العناصر المناظرة فى الطرفين ) . 
٠‏ - أوجد معكوس المصفوفة 
ش 0 0 ا 
6م 0ملة- 


"اذا 


١‏ -(أ)أوجد مصفوفتين 4 و 8 من النوع 2 2 بحيث يكون 
82 + 8م + 42 عو 8(2 + 4م) 
(ب) أثبت أنه إذا كان 4 » 8 مصفوفتين مربعتين حيث كان 84 - 48 فإن ٠‏ 
تر + همد + 42م - 82 + 4) 
( ج) أوجد مفك وكا للمصفوفة 8(2 -+ 4) بحيث يكون متحققاً لكل المصفوفات 4 » 8 الى من 


نوع واحد. 


١١‏ - اعتير المصفوفة 


0 0 © يه 
0 0 02 0 0 
بيه ٠5٠6‏ 60 60 0 


حيث 360 ,4 . . . 411422 أثبت أن 4 قابلة للانمكاس وأو جد معكومها . 
م١‏ -افترض أن 4 مصفوفة مربعة تحقق 0 - 1 + 34 - 2 . أثبت أن 4 - 31 س 4-1 , 
١4‏ -(أ) أثيت أنه لايمكن أن يوجد معكوس لأى مصفوفة ذات صف من الأصفار : 
(ب) أثبت أنه لايمكن أن يوجد معكوس لأى مصفوفة ذات مود من الأصفار . 
٠٠‏ هل من اللازم أن يكون حاصل جمع مصفوفتين قابلتين للانعكاس قابلا للانعكاس ؟ 
5 - لتكن 4 و 8 مصفوفتين مربعتين بحيث يكون :0 - 48 . أثبت أن 4 لايمكن أن تكون قابلة 
للانمكاس مام تكن 8-0 
١‏ -لماذا لم تكتب الجزء ( د) من نظرية م كالتالى 04 - 0 - 40 ؟ 


م١‏ - المعادلة العددية 1 - 2م حلان بالضبط . أوجد على الأقل مانى مصفوفات مختلفة من النوع 3 326 
بحيث تحقق هذه المصفوفات المعادلة و ع 43 


(ارشساد : ابحث عن الحلول التى فيها كل العناصر فى غير القطر الرئيسى تكون أصفاراً ) . 

ور-ليكن 8 - 436 نظاماً متآلفاً من المعادلات الحطية » وليكن وك حلا مثبتا . أثبت أن كل حل 
النظام يمكن أن يكتب على الصورة ول -+ وكا ح كار حيث وك حل للنظام 0 7 426 . أثبت 
أيضاً أن كل مصفوفة بهذا الشكل تكون حلا . ٌّ 

٠‏ -طبق الجزأين (د) » (م) من نظرية + عل المصفوفات 4 » 8. و © (1-) لتشتق النقيجة الى فى 
الجرء (و) . 

١؟‏ - برهن الجزء (ب) من نظرية ٠‏ . 


<1 


؟؟ - برهن نظرية 1. 
م7 - برهن الجزء ( ج) من نظرية ؟.. 
4 - برهن الجزء ( ج) من نظرية 17 
ه١؟‏ - آخذاً فق الاعتبار قوانين الأسن 75م ح 45م م و 475 حك “(م) ؟ 
(1) أثبت أنه إذا كانت 4 مصفوفة مربعة فإن هذه القوانين تكون صميحة لكل القيم الصحيحة غير 
السالية للأعداد #ماء فى . 
(ب) أثبت أنه إذا كانت 4 قابلة للانعكاس ٠‏ فإن هذه القوانين تنطبق على كل القيم الصحيحة السالبة 
للأعداد م . ى . 


٠١‏ - أثبت أنه إذا كانت 4 قابلة للانمكاس و كان / أى عدد قياسى غير صفرىء فإن "لم "م "(م/م) 
لكل القيم الصحيحة للعدد « . 


7٠؟‏ - (]) أثبت أنه إذا كانت 4, قابلة للانمكاس و كان 46 ح 8م فإن © - 8 , 
(ب) إشرح لاذا لايتناقض الجزء (أ) من هذه المسألة مع مثال 7١‏ . 


4-١ المصفوفات البسيطة وطريقة لايجاد‎ 5 ١ 
.. سندرس فى هذا القسم طريقة عملية بسيطة لإيجاد المعكوس لمصفوفة قابلة للانعكاس‎ 


تعريف : أى مصفوفة من النوع # ا # تسمى مصفوفة بسيطة إذا أمكن الحصول علها من مصفوفة 
الوحدة ,7 من النوع # 6< م بإجراء عملية بسيطة ( أولية ) واحدة على الصفوف . 


شال (55) : 


مدرج أدناه أر بع مصفوفات بسيطة و العمليات الى أو جدتها 


عندما تضر ب مصفوفة 4, من اليسار ممصفوفة بسيطة / يكون التأثير هو إجراء عملية بسيطة على صفوف 
المصفوفة 4 . هذا هو محتوى النظرية التالية الى نذكرها يدون برهان . 


1 


نظرية لم ء إذا نتجت المصفوفة البسيطة 2 بإجراء عملية معيئة على صفوف ,4 وإذا كانت 4 
مصفوفة من النوع :7:2 فيكون حاصل الضرب 24 هو المصفوفة الناتجة بإجراء نفس المملية على صفوف 4 . 


يوضح المثال التالى هذه الفكرة : 


مسال (907) : 
اعتبر المصفوفة 
3 2 0 1 
6 3 1- 4-12 
0 4 4 1 
واعتبر المصفوفة البسيطة 
0 10 
0 1 0ع صم 
300001 


التى تنتج من إضافة ثلاثة أمثال الصف الأول من 1 إلى الصف الثالث . حاصل الضرب 8/4 هو 
١ 0223‏ 
30206 1- 2] 4م 


9 10 4 4 
وهو بالضبط المصفوفة الى نحصل عليها بإضافة ثلاثة آمثال الصف الأول من 4 إلى الصف الثالث . 
ملحوظة : نظرية ( ه ) ٠‏ أولا وقبل كل شىء » ا أهمية خاصة من الناحية النظرية » وستستخدم فى 
الحصول على بعض النتائج عن المصفوفات وأنظمة المعادلات الحطية . من وجهة النظر الحسابية » يفضل إجراء 
عمليات على الصفوف مباشرة عن الضر ب من اليسار بمصفوفة بسيطة . 
إذا أجريت عملية بسيطة على صفوف مصفوفة وحدة 4 لحصول على مصفوفة بسيطة 2 فإنه توجد عملية 
أخرى على الصفوف عند إجرائها على 8 نحصل على / مرة أخرى . على سبيل المثال؛ إذا حصلنا على م/ يضرب 
الصف # من 7/ فى ثابت غير صفرى » فيمكن إعادة #/ بضرب الصف ثم من 28 فى 1/6 الإمكانيات الممتلفة 


مدرجة فى شكل .-)4-1١(‏ 


ا 
ف 6 6 


(شكل ١‏ -4؛) 
الممليات فى الطرف الأيسر هذا الجدول تسمى عمليات عكسية العمليات المناظرة فى الطرف الأيمن . 
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شال (58) : 
باستخدام النتائج بشكل ٠ + - ١‏ يمكن إرجاع الثلاثة الأول من المصفوفات البسيطة المعطاة فى مثال 1١‏ 
إلى مصفوفات وحدة بتطبيق العمليات التالية على الصفوف : اضرب الصف الثانى من )١(‏ فى 1/3 - ؛ ابدل 
الصفين الثانى والرابع من ( ١‏ ) ؛ أضف إلى الصف الأول من ( © ) حاصل ضرب الصف الثالك ق3 - . 
تعطى النظرية التالية خاصية هامة للمصفوفات البسيطة 


نظرية 4 : جميع المصفوفات البسيطة قابلة للانمكاس » ومعكوساتها مصفوفات بسيطة أيضاً . 

البرهان : إذا كانت كر مصفوفة بسيطة » فن الملاحظات السابقة بمكن الحصول عل 4 من ل بإجراء 
عملية بسبيطة واحدة على صفوف 2 . لتكن م المصفوفة البسيطة الى نحصلعليها بإجراء هذه العملية على صفوف 2[ 
بتطبيق نظرية ( م ) ء نجد أن 
(1.6) 

لتكلة البر هان » سنقبت أن 


ل 
5 


002 


اورطع 

ما أن م مصغوفة بسيطة» فتوجد عملية بسيطة عند إجر انها علليصفوف 20 » نحصل على / . لتكن , / 
هى تلك المصفوفة البسيطة التى نحصل عليها بإجراء هذه العملية على صفوف / بتطبيق نظرية ( 8 ) مرة أخرى 
محصل عل 
017 دوقع 

ضرب كلا طرق العادلة 1.6 من اليسار فى ,ظ يعطى يا عد وهم أى ,8 - 8ز 
أى ره ح ظ# التعويض بالمصفوفة م بدلا من و فى المعادلة 1,7 يعطى 1ح وى ء بذلك 
يكتمل البرهان , 

إذا أمكننا الحصول على المصفوفة 8 من المصفوفة 4 بإجراء متتابعة منتهية منعمليات بسيطة على الصفوف 
فواضح أنه يمكننا إعادة 8 إلى 4 بإجراء العمليات المكسية » للعمليات البسيطة اسابقة» على صفوف 8 » 
بئر تيب عكى . المصفوفات الى ممكن الحصول عليها كل واحدة من الأخرى بواسطة متتابعة من العمليات 
البسيطة على الصفوف تسمى متكافئة صفياً . تعطينا النظرية الآثية بعض العلاقات الأساسية بين المصفوفات 
من النوع 2 ا # والأنظمة لعدد # من المعادلات الخطية فى / من المجاهيل . هذه النتائج ا أهمية قصوى 
وسوف تستخدم العديد من المرات فى الأقسام القادمة . 


نظرية ٠١‏ : إذا كانت 4 مصفوفة من النوع ‏ ا # فالتقارير التالية تكون متكافئة » بمعنى أن » 
كل التقارير صميحة أو كلها خخاطثة . 

(1) 4 قابلة للانمكاس . 

(ب) 48-0 لا الحل التافه فقط . 

(ج) 4 متكافتئة صفيا مع ,2 . 


لفق 


البر هان : سنبر هن التكافق بإثبات السلسلة التالية من الاستنتاجات : 
.(4) جد 0) ج (() ج (ه) 
(5) ح (و) افترض أن 4 قابلة للانمكاس ولتكن مك أى حل النظام 0 - 46 أى إن 0 - 4760 
ضرب كلا طرق هذه المعادلة فى +47 يعطى 4-16 - (م41م)4-1م أى 0 - وكازمم ا 4م) 
أى 0 ح دويز وإذن 0 - 416 لا الحل التافه فقط . 


(0) ج (م): لتكن :0 - تزيم هى صينغة المصفوفات للنظام . 
0 ح مره + ٠٠١‏ + ولاوره + 1321ره 
(1.8) 0 - كت ملس كك + كك 
0 2 5 ع 8 + 3 
وافترض أن النظام له الحل التافه فقط . إذا أجرينا الحل بطريقة جاواس - جوردان تمذف فإن نظام 
المعادلات المناظر للصورة الصفية الممبزة انز لة للمصفوفة الممتدة هو 


0 - 1« 
0 ع- 3 
(1.9) : 
0 ج بد 
وإذت المصفوفه الممتدة 
0 ميه 62 04112 
0 بريه 62 221 
0 له 0 ييه ييه 


للنظام (1.8) يمكن اختز الها إلى المصفوفة الممتدة 
0 00--- 0 10 


010 5-0860 0 
1-000 


إحع 
© . 


0 1... 0 060 
للنظام (1.9) بواسطة متتابمة من العمليات البسيطة على الصفوف . إذا أغفلتا العبود الأخير ( جمود 
الأصفاز ) فى كلعا المصفوفتين . بمكننا أن نستخلص أنه يمكن أختز ال 4 إلى يك بواسطة متتابمة من العمليات 
البسيطة على الصفوف » ممنى آخر 4 متكافئة صفياً مم ,2 . 
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0 < ن): افتر ض أن 4 متكافئة صفياً مع ,4 إذن بمكن اختز ال 4 إلى بر بواسطة متتابعة منتهية من 
العمليات البسيطة على الصفوف . باستخدام نظرية ( م ) » كل من هذه العمليات يمكن إنجازها بالضرب 
من اليسار فى مصفوفة بسيطة متاسبة . وعليه مكننا إيحاد مصفوفات بسيطة ,8 » و8 و . . . » يه بحيث 
تكون 
(1.10) ,1ع فرظرظ ١‏ ديق 

باستخدام نظرية 4 المصفوفات .8 . د » . . . » جه قابلة للانمكاس » بضر ب كلا طرق المعادلة 
(1.10) من اليسار بالتتابع فى 521,814 ,...,571 نحصل على 


01.11 ليم 0 اوظارى د لامع ٠١‏ اوطارى ده 
ما أن (1.11) تعبر عن 4 كحاصل ضرب مصفوفات قابلة للانمكاس » فيمكننا أن نستخلص أن 4 
قابلة للانعكاس . 


ملحوظة : بما أن ,م3 فى الصورة الصفية المميزة امحتزلة و بما أن الصورة الصفية المميزة الْئز لة لأى 
مصفوفة 4 وحيدة ( فالجزء ) ( ج) من النظرية ٠١‏ يكاىء التقرير أن ي,/ هى الصورة الصفية المميزة مخز لة 
المصغوفة 4 مثابة أول تطبيقاتنا لهذه النظرية ستأسس طريقة لتعيين المعكوس لمصفوفة قابلة للانمكاس . بكتابة 
معكوس كل من طرق (1.11) نحصل عل ,8 و5 . . . ع ح 4-4 أو بصورة مكافئة 
(1.12) مأرظرظ ديك كلدل 

وهذه تخبرنا أن 4-2 يمكن الحصول عليها بضرب ,7 بالتتابع من اليسار فى المصفوفات البسيطة 
و . و 6 ... »جم حيث إن الضر ب من اليسار فى إحدى هذه المصفوفات البسيطة يحرى عملية على 
الصفوف فينتج بمقارنة المعادلتين (1.10) و (1.12) أن متتابعة العمليات على صفوف 4 الى تختز له 
إلى ير ستختزل ثم إلى 473 وعليه فلإيحاد الممكوس لمصفوفة قابلة للانمكاس 4 . يحب أن نجد متتابمة 
من العمليات البسيطة على صفوف 4 نمزل 4, إلى مصغوفة الوحدة ثم نحرى نفس هذه المتعابعة من العمليات 
على ,#2 لنحصل عل 4-4 . تعطى فى المثال التالى طريقة بسيطة لتنفيذ هذا الأسلوب . 


مال (8) : 


أو جد المصفوفة العكسية المصغوفة 


1 2 3 
4-2 5 3 
0 8 
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فرغب فى اختزال 4 إلى مصفوفة الوحدة بواسطة عمليات بسيطة على الصفوف وى نفس الوقث تطبيق 
هذه المسليات على #/ لتنتج 4-3 يمكن أن يم ذلك بإلحاق مصفوفة الوحدة إلى الهين من 4 وتطبيق 
السليات على صفوف كلا الطرفين حتى يختزل الطرف الأيسر إلى / ستكون المصفوفة البائية عل 
الصورة 4-1 7] . 

بمكن إجراء الحسابات كالتالى : 


دي 
© 5 
١‏ 


أضفنا ضعف الصف 
الثانى الى. الثالث 

ا 

0 ضربئا الصف الثالث فى[ 


لل تت كن ال (حن كن الى لحت ركنن لا لت كن ال لحت لحت يدانت 
| 


ا 
ا 
| 
3 4 | 0 | أضفنا ثلاثئة امثال الصفم 
١‏ الثالث الى الثائى وطرحنا 
ام اا اللي 9 ثلائة أمثال الصف الثالث 
1- 2 5 1 0 من الاول 
5 5 40 ا 95 : أطرحئا ضعف الصف 
1- 2- 5 1 9 


والآن 


9 16 40- 
حدقا 13 ]-1-م 
[- 2 5 


كثيراً ما لا يعرف مسبقاً هل المصفوفة المعطاة قابلة للانمكاس أم لا . إذا أجريت المحاولة بالأسلوب 
المستخدم فى هذا المثال على مصغوفة غير قابلة للانمكاس فاستخدام الجزء ( ج) من نظرية ٠١‏ يكون من 
المستحيل اختز أل الطرف الأيسر إلى # بواسطة عمليات على الصفوف . سيحدث عند مرحلة ما من مراحل 
الحساب أن يظهر صف من الأصفار فى الطرف الآيسر . يمكننا أن نستخلص عندئذ أن المصفوفة المعطاة غير 
قابلة للانمكاس » ورمكن إيقاف الحساب 


الى 


مثال (0) : 


اعتير المصفوفة 
رز 1206 
اه 4ه :205ه 
5 002 1- 
تطبيق أسلوب مثال (5؟) يؤدى إلى 
41100 122086 
0م10 0 1 0 0 
ل ل ا م كت 
00 4|010 6 ا طرحنا ضعف الصبف الاول 
7 5 8 .من الثانى وأضفنا الصف 
١ 0‏ 2 ا 9 8 0 الاول الى الثالث 
|01 1 9 8 0 
0100 ]4ه 6 1[ 0 1 
| : : 
20010 | ف ه- م0 7 لشت اني 
101 1- 1 0 0 0 


حيث إننا حصلنا على صف من الأصفار ف الطرف الأيسر » فتكون 4 غير قابلة للانعكاس . 


مفال (00) : 
لقد أثبعنا فى مثال )١8(‏ أن 
123 
3 5 4-12 
8 0 !1 


مصفوفة قابلة للانمكاس . بمكننا الآن أن نستخلص من نظرية )٠١(‏ أن نظام المعادلات 


0 -دوع3 + ,22 ع وى 

0 > و3 + ير5 + 2312 

0 ع وبر8 + 2 
له الحل التافه فقط 


تمارين ١‏ س 5 
١‏ - أى من المصفوفات التالية تعتبر مصفوفات بسيطة 


0م 1 1م 


05 16 0 
100 5 1 00 
0 1 00 0 1 0 0 
0 0 100 
(8)|ة3- 1 ه06 (2) |0 1 
1 0 0 110 
1 0 00 
٠‏ - عين العملية الى تحرى عل صفوف المصفوفة البسيطلة المعطاة لتعيدها إلى مصفوفة واحدة 
0 60 1060060 
6 ٍ (م)|ه 1ه 0 
51 1 160 00 
1 0 00 


2-3 1 9 8 7 1-3 
6 5 6-4 6 5 4]- 8 6 5 4ع 4م 
5] 12 9 0 1 9 8 7 
أوجد مصفوفات بسيطة ,8 » و82 » و 6ه 8 بحيث تكون 
(!) #قعدمم (ب) 4-شرم (ج 0ع 4وت (د) 4ح 6مطر 
3 - هل من الممكن فى مر ين م أن نجد مصفوفة بسيطة ل محيث تكون © عد 8 ظ ؟ برر إجابتك . 
فى القّارين ه » 5 ٠‏ 7 استخدم الطريقة الموضحة ف مثالى 74 و 0٠‏ لإيجاد الممكوس للمصفوفة المعطاة 
إذا كانت هذه المصفوفة قابلة للانمكاس 


دع ا 3 2 8-6 

ا قم به 1[ :]2 ط[ٌ ]| 
اك 4 3 05 30201 101 
0-٠‏ 0 ا )ب 1 4 ]ام م 
2 و 2 4- 11060 

6 26 1 10 ف ديات ,2 

8 ١ | 0 رم‎ 3 ١ 
راطو ا-‎ 010 2077 

.ند" حك 0 0 10 3 7 11 5 

2 1206 5ك 4ه 201 

00 1 7 أ © إم وه م 3 :وت 
8 4+ 2 1 6ه 0 0 0 


م - أثيت أن المصفوفة 
0 6مزة 58م 
0 هوه ممو-|] ع 4 
1 :0 0 
مصفوفة قابلة للانمكاس لكل قيم و وأوجد 1-م 


ا زر 
10 
1 ]4 ا 
(أ) أوجد مصفوفتين بسيطتين 81 » 82 عحيث 1 -4, 8ع 5 
(ب) اكتب 4-3 كحاصل ضر ب مصفوفتين بسيطتين 
( ج) أكتب 4 كحاصل ضر ب مصفوفتين بسيطتين 


3 0 

4 2--] 4م 

5 3 
بضرب 4 من اليسار بمصفوفة بسيطة مناسبة . حقق إجانتك فى كل حالة بإجراء العملية على صفوف 
4 مباشرة . 

(1) ابدل الصفين الأول والثالث . 


(ب) اضرب الصف الثاىق 1/3 . 
( ج) أضف ضعف الصف الثانى إلى الصف الأول . 


8 3 3 1 
8- 1 5- 2-|ح #4 
8 7 1 0 


بالصورة 28# > 4 » حيث 8 » م مصفوفتان بسيطتان و 2 فى الصورة الصفية المميزة . 


1 0 0 
4-0 1 0 
© 865 


مصفوفة بسيطة فإن أحد المناصر عل الأقل بالصف الثالث يحب أن يكون صفراً . 


٠‏ -أجر العمليات الآتية على صفوف 


سم مم ويا 


١‏ - عبر عن المصفوفة 


؟١-‏ أئثبت أنه إذا كانت 


5ظ 


م١‏ -أوجد المعكوس لكل من المصفوفات التالية من النوع 4 6( 4 » حيث 6 » ب » وا » وو #4 


جميعها غير صفرية 
00 80 / 00060 0060م 
]0 640 60 40 00 0+ 1 
0 يم 0ه © |و 6م 6 (*) إأوع ره 
00060 7 7 05 م 6061 


١4‏ - برهن أنه إذا كانت 4 مصفوفة من النوع 2 ا 7 فإنه توجد مصغوفة قابلة للانمكاس © بحيث 
تكون 4© ف الصورة الصفية المميزة اكز لة . 

١6‏ - برهن أنه إذا كانت 4 مصفوفة قابلة للانمكاس و كانت 8 متكافتة صفياً مع 4 » فإن 8 أيضاً 

قابلة للانعكاس . 


١‏ 7 نتائج اخرى عن انظمة المعادلات وقابلية الانعكاس 


فى هذا القسم سنؤسس مزيداً من النتائج عن أنظمة المعادلات الحطية وقابلية المصفوفات للانعكاس سيقودنا 
عملنا إلى طريقة لحل # من المعادلات فى :: من المجاهيل » والى ستكون ذات فاعلية أكثر من طريقة جاوس 
ذف لأنواع معيئة من المسائل . 

نظرية (11) : إذا كانت 4 مصفوفة قابلة للانعكاس من النوع « كا » فلكل مصفوفة 8 من النوع 
1 كا م يكون نظام المعادلات 8 ح 46م له حل واحد بالضبط وهو 8 415 - 8 . 

البرهان : حيث إن 8 - (8 4-1 ) م فإن 8 4-3 ح كر حل المطدلة 8 ع 416 . لإثبات 
أن هذا هو الحل الوحيدء سنفتر ض أن وكا حل اختيارى ثم نثبت أن وك يجب أن يكون هو 8 الحل 4-1, 


إذاكانت وكلر أى حل» فإن 8 ع 4250 . بضر ب كلا الطر فين فى 4-1 نحصل على 8 4-4 ح ول 


مشال (99) : 


اعتبر نظام المعادلات اللطية 
5 ع و3 + ص28 + ركيد 


3 ح ونز3 + يكارة + )2 
7 > و8 + * 
هذا النظام بمكن كتابته بصيغة المصفوفات على الصورة 8 - 476 » حيث 
5 3 3 2 1 
3 ]8-1 رعداع- 1 3 5 4-2 
17 ود 8 0 1 


لقد أثبتنا فى مثال )١94(‏ أن 4 قابلة للانعكاس وأن 


9 16 40- 
ع وت 13 - 4-1 
1 2 5 


باستخدام نظرية )١1(‏ نجد أن حل النظام هو 


1 95 16 40- 
1-|]-ع-|3|3- 5 13 - 4-18 ع يه 
2 77 - 2- 5 

اى 1 ع وعد 1 ع وبع .2 عدوع . 


الأسلوب الموضح ف هذا المثال يطبق فقط عندما تكون مصفوفة المعاملات 4 مربعة بمعى آخر عندما يكون 
عدد المعادلات مساويا لعدد المجاهيل . مع ذلك » فكثير من المسائل فى العلوم والهندسة يتضمن أنظمة من هذا 
النوع والطريقة مفيدة بصفة خاصة عندما يكون من الضرورى حل سلسلة كاملة من الأنظمة 

ع8 4162 وه مدوواق خ وهر رف 2 411 
الى لكل مها نفس مصفوفة المعاملات المربعة . فى هذه الحالة » الحلول 
4-18 دخ و لووقا “قاد لا قاور حال 

.مكن الحصول عليها باستخدام عملية إيحاد معكوس مصفوفة واحدة وعمليات ضرب المصفوفات عددها 
فهذه الطريقة أكثر فعالية من تطبيق طريقة جاوس لحذف على كل نظام من الأنظمة / على حدة نستطرد 
لحظياً فى شرح كيف يمكن أن يظهر هذا الموقف ف التطبيق فى بعض مسائل تطبيقية معينة تعتير الأنظمة الفيز يائية 
أنها الى يمكن وضعها بمثابة صناديق سوداء . يدل هذا المصطلح على أن النظام قد اختصر إلى عنصرية الجوهريين. 
يتخيل أى فرد ببساطة » كا هو مبين فى شكل ١‏ - ه أنه إذا أمد النظام بدخل معين » فسينتج ناتج معين 
للنظام . وتكون الأعمال الداخلية للنظام إما غير معلومة أو غير مهمة المسألة - ومن ثم المصطلح لصندوق 
أمؤة . 

بالنسبة لكثير من أنظمة الصندوق الأسود المهمة » يمكن تمثيل كل من الدخل والناتج » كصفوفات 
ذات عمود واحد . على سبيل المثال . إذا كان الصندوق الأسود مكوناً من دائرة اليكثر ونية معينة » فيمكن ' 
أن يكون الدخل مصفوفة من النوع 1 كا :7 عناصرها # من قراءات الجهد الكهربى عبر طرفا دخل معينة و.يمكن 
أن يكون الناتج مصفوفة مالنوع 1 ا # عناصرها قراءات التيار الناتج فى 8 من الأسلاك و بلغة الرياضيات 


(فكل -ه) حص ]ات جد 


إن 


«ثل هذا النظام ليس إلا تحويل مصفوفة دخل ءن النوع 1 كا 8 إلى مصفوفة نائج من النوع 1 6< 8 بالنسبة 
لقعم كبير من أنظمة الصندوق الأسود تكون مصفوفة الدخل © ف علاقة مع مصفوفة النائج بواسطة معادلة 
مصفوفات 
8د 46 
حيث 4 مصفوفة من النوع « كا م عناصرها بارامتر ات فيز يائية يحددها النظام . يمتير أى نظام من 
هذا النوع مثالا على مايسمى بالنظام الفيز يائى المعلى . غالبا مايكون مهما ف التطبيق أن نحدد أى دخل يحب أن 
بمد به النظام لنحصل عل ناتج مطلوب و محدد بالنسبة لأى نظام فيز يان خطى من انط الذى أتمنا مناقشته الآن » 
هذا يعادل حل معادلة 8 - 4.6 بالنسبة الدخل المجهول 6 » ليعطى الناتج المطلوب 8 . وعليه إذا كان 
لدينا متوالية من مصفوفات :واتج مختلفة ,8 82٠»‏ » ... » ج8 ونريد تعيين مصفوفات الدخول الى 
تنتج النواتج المعطاة » يحب أن نحل بالتتابع أنظمة المعادلات الحطية 
...1,2 عقر رق د لاك 
و لكل نظام من هذه الأنظمة الى عددها / نفس مصفوفة المعاملات المربعة 4, . النظرية التالية تبسط مشكلة 
إثبات قابلية مصفوفة للانعكاس . حتّى الآن ‏ لإثبات أن مصفوفة من النوع # 8 قابلة للانمكاس » 
كان من الضرورى إيجحاد مصفوفة 8. من النوع 8 ا بحيث يكون 
تدمم مد 7#عهم 

تثبت النظرية التالية أنه إذا أوجدنا مصفوفة 8 من النوع « كا 8 تستوى أحد الشرطين » فإن 
الشرط الآخر يتحقق تلقائياً . 

نطرية ١‏ : لتكن 4 مصفوفة مربعة 

(1) إذا كانت 8 مصفوفة مربعة وتحقق الشرط 1 ع 84 » فإن +47 عد 8 . 

(ب) إذا كانت 8 مصفوفة مربعة وتحقق الشرط # ح 48 » فإن 4-1 حك 8 . 

البرهان : ستعبت (أ) ونترك (ب) كتمرين 
)١(‏ نفترضص أن م ح 84 إذا استطعنا إثبات أن 4 قابلة للانمكاس » فيمكن أن يكتمل البرهان بضرب 
طرى 7 84 فى 4-4 لنحصل على 14-4 س 4-1ر4م8 أى 24-1 د زه أى 4-1 د هق . 
لإثبات أن 4 قابلة للانمكاس يك أن نثبت أن النظام 0 ح تزيم له الحل التافهفقط ( انظر نظرية .)1١‏ 
إذا ضربنا طرق 0 - 476 من اليسار فى 8 نحصل عل 80 - 841 أى 0 - 7 أى ,0 - هزر 
إذن نظام المعادلات 0 - زكر له الحل التافه فقط . 

نحن الآن فى موقف يسمح لنا بإضافة تقرير رابع مكافء للثلاثة المعطاة فى نظرية 0٠١(‏ - 


ان 


نظرية ١+‏ : إذا كانت 4 مصفوفة من النوع 8 ٠‏ # فإن التقارير الآتية متكافئة : 

(1) 4 قابلة للاتعكاس , 

(ب) 0 س ريم الما الحل التافه فقط , 

(ج) 4 متكافئة صفياً مع ,217 

(د ) 8 - 485 متآلفة لكل مصفوفة 8 من النوع 1 6< ٠‏ 

البرهان : حيث إننا أثبتنا تكافو (1) » (ب) » ( ج) فى نظرية )1١(‏ » فيكفى أن تبرهن أن 

(د) جد (أ)١‏ (1) جد( 
(د) < (أ) : إذاكانت 4, قابلة للانمكاس و كانت 8 أى مصفوفة من النوع 1 , فإن 4-38 - .1 
حل للمعادلة 8 - 4 وذلك باستخدام نظرية )١١(‏ , إذن النظام 8 ح 476 متا لف . 
(1) < ( د) ؛ إذا كان النظام 8 ح 416 متآ لف لكل مصفوفة 8 من النوع 1 ا 2 فإنه على الأخص 
تكون النة 


0 
1 
ب[0|- عله ., 


1 0 
مثآ لفة . لتكن ور حلا للنظام الأول » ولك حلا للنظام الثانى » . . . ء يركز حلا للنظام الأخير » 
ودعنا نكون مصفوفة © من النوع # ات أعمدتها هى هذه الحلول أى إن © على الصورة 
|0 وا ]© 


وفقاً للمناقشة فى مثال )١17(‏ '» ستكون الأعمدة المتتابعة لحاصلى الضرب 4©0/ هى 


4 .واه 1ه 


0 1 
00م 1 0 
0 0 0]- يلل ا 0 ! يلاك | رظك] - 40م 
6 هإ , 

باستخدام الجزء (ب) من نظرية (؟١)‏ ينتج أن 4-4 ح 0 إذن 4 قابلة للانمكاس ‏ 

فى عملنا القادم ستكرر المسألة الأساسية التالية مرات ومرات ف مقامات عديدة . 


لفن 


مسألة أساسية : لتكن 4 مصفوفة محددة من النوع :« كا :7 . أوجد جميع المصفوفات 8 من النوع 
1 1ض بحيث يكون نظام المعادلات 8 ح 416 متا لفاً . 
إذا كانت 4 مصفوفة قابلة للانمكاس . فنظرية )١1(‏ تحل هذه النظرية حلا كاملا بتأكيدها على أن لكل 
مصفوفة 8 من النوع 1 6< 7# النظام 8 ح 46 له الحل الو حيد 18-م -ح ل[ . 
إذا كانت 4 غير مربعة » أو إذا كانت 4 مربعة و لكلها غير قابلة للانمكاس » فإن النظرية )1١(‏ 
لاتطبق . هذه الحالة نود تعيين الشروط » إن وجد شرط » الى يحب أن تستوفها المصفوفة 8 لى يكون 
النظام 8 ح 46 متآ لفا . يوضح المثال التالى كيف بمكن استخدام طريقة جاوس لمذف لتميين مثل هذه 
الشر وط . 
مشال(78) : 
ماهى الشروط الى يحب أن تحققها ,م » و8 ٠.‏ وه لى يكون نظام المعادلات 
67ح و22 + يعد + ركد 
يلع وير + 3*1 
و6 ع و32 + ير + 21 


متا لفاً ؟ 
الحل : المصفوفة الممتدة هى 
رط 2 !1 1 
يط 1 0 1 
وم 3 1 2 
وريمكن اخيزالها إلى الصورة الصفية المميزة كا يل : 

4 1-2 1 تم طرح الصف الاول من 
بليوط 1- 1- 0 الصف الثانى » وتم طرجح 
ر20 دوم 1- 1- 0 ضعف الصف الاول من الصف 

51 2 1 1 
وح يط 1 1 0 
ر26 عوط 1- 1- 0 

و5 1 11 

0 1 1 00607 

ي5 - روط - و 0 0 0 


يتضح الآن من الصف الثالث المصفوفة أن للنظام حلا إذا وفقط إذا حققت ,52 »82 » وظ الشرط 
معرة - رفدوة أى يوقط+ رف د وف. 


لمن 


يمكن التعبير عن هذا الشرط بطريقة أخرى : النظام 8 46 يكون متا لف إذا وفقط إذا 
كانت 8 مصفوفة على الصورة 


حيث 0ر6 ء وثة اشتيار يان . 


فى المارين من ١‏ إلى ١‏ حل النظام باستخدام طريقة مثال (719) . 


52-7 7 ع2 جور 1 8 > يلام 320 
3- د يرة +2 1[ ح ينزد + »2 
أت كاده رع 7ح وز + يع + إ0ع«2 
اي اح وعد + و3 + ونا 4 3- 2 وي + يع«2 + 3 
3 2 2 + رع3 + ريد 5 > وير + يكير 
واس ادع بتر جك .92-4 + برل + ع و3 
42-2 1 ع 7 - 42 ل برك ع عر دار 
م بوحروك عقت 32-0 يه - و 
وار + ارولو + عق 62-6 سيره ديو - 2#- 
7 - حل النظسام 
6 ع ود + 221 + ريد 
و( ع ود + ود ل ريد 
و6 - و + إرير 
عندماة | (أ) + ين,3- يز رم 70 0ح ينزي - يف5 - رن 
ا ل ا صدىي دع أعوفرة د يفط م 
م -ماهى الشروط الى بحب أن تحققها الثوابت 6 لى يكون النظام المعطى متا لفاً . 
ر5 2 و3 + يا سارير و ع يعد + وعد سد ر<«3 + 20 
(0)1ظ - يعو + ييدة - ,ع3 © و5 ع و22 - وعد + ركاة + رير 
و5 ع و«6 + ,22 + 2 - و > و3 - و22 + و22 + رع 
و5 > بيده + و3 - يعد + 3 
4 -اعتير المصفوفات 
3 3 2 3*1 
1 1[ -4ه و و« | دير 
1 2 2 و 


إناانا 


(1) أثبت أن المعادلة لا 46 يمكن كتابتها م عرزر ‏ يم واستخدام هذه النتيجة لحل 
حت 416 بالنسبة للمصفوفة 16 . 
(ب) حل 41 - 416. 


٠‏ - بدون استخدام ورقة وقل » حدد ما إذا كانت المصفوفتان التاليتان قابلتين للانمكاس أم لا 


1 3- 1 2 41 1 5 
3 4 5 0 1- 2 0 0 
أ 
00 رد و م| © | 1 م6 هم 
3 0 0 0 7 0 0 0 
إرشاد : خذ فى الاعتبار النظامين المتجانسين المر افقين 
0 عدي« + و3 د رع + 220 0 > يع + بيرك + يعر + يريك 
0 -ى<3 + ييره + يدة و 20ه* -ع2 
0 > 225 + ويد 0 > وعد + وير 
0 - ع3 0 2و« 


١١‏ -ليكن 0 - م نظاماً متجانساً ذا 2 معادلة خطية فى مجهولا وله الحل التافه فقط . أثبت أنه إذا 
كان / أى عدد صحيح موجب فإن النظام 0 -غز*4 أيضاً له الحل التافه فقط . 


. -ليكن 41-0 نظاماً متجانساً ذا # معادلة خطية فى ” مجهولا و لتكن © مصفوفة قابلة للانمكاس‎ ١١ 
أثبت أن للنظام 0 - تزيم الحل التافه فقط إذا وفقط إذا كان للنظام 0 - لز0) الحل‎ 


التافه فقط . 


م١‏ - أثبت أن أى مصفوفة 4, من النوع # ا م تكون قابلة للانمكاس إذا وفقط إذا أمكن كتابتها 
كحاصل ضر ب مصفوفات بسيطة . 


. لتبرهن الجزء (ب)‎ )١( استخدم الجزء (أ) من نظرية‎ - ١4 


كم 


ا الس 


؟ ل ١‏ دذالة المحصتد 


من المألوف لنا جميماً دوال مثل ‏ + هأ - (ب)ير او 2بر ح (بد)كم والتى تقرن عددا حقيقم 
(<) ير بمقدار حقيق للمتغير د . حيث إن كلا من +د ٠‏ (*) كر تأخذ قيما حقيقية فقط ‏ فيمكن وصف أمثال 
تلك الدوال بأنها دوال حقيقية لمتغير حقيى . فى هذا القسم نيدأ فكرة دراسة الدوال الحقيقية لمتغير مصفوق 
( متغير من المصفوفات ) أى دوال تقرن عدداً حقيقياً (16)/ بالمصفوفة ]أ . سنكرس جهدنا الأسامى لدراسة 
إحدى تلك الدوال الى تسمى دالة المحدد . سيكون لمملنا الخاص بدالة المحدد تطبيقات هامة فى نظرية نظم 
المعادلات الحطية وسيقودنا إلى صيغة واضحة المصفوفة المكسية لمصفوفة قابلة للانمكاس . 

قبل أن يكون فى استطاعتنا تعريف دالة المحدد » يلزمنا أن نرسخ بعص النتائج الخاصة بالتبديلات . 

تعريف : التبديلة لفئة الأعداد الصحيحة (2 ,. . . ,2 ,411 هى أى ترتيب هذه الأعداد فى تسلسل 
ما دون حذف أو تكرار . 


شال( :)١‏ 
توجد ست تبديلات لفئة الأرقام (3 ,2 ,41 هله التبديلات هى 
1,2,ة) (21,33) (1,23) 
1 2,ة) 23,.1) 1,3,2) 
يعتبر استخدام مايسمى بشجرة التبديلات أحد الطرق الملائمة للسرد المنعظم للتبديلات . سيم توضيح هذه 
الطريقة فى مثالنا العالى : 
شال( :)١‏ 
اسرد كل التبديلات لفثة الأعداد (4 ,2,3 ,41 . 


الحل : 

خذ فى الاعتبار الشكل ؟ - ١‏ النقاط الأربع المميزة بالأرقام 1 ء 2 ء 3 46 فى قة الشكل مثل 
الاختيارات الممكنة للعدد الأول ف التبديلة . الأفرع الثلاثة المنبئقة من هذه النقاط تمثل الاختيارات الممكنة 
للمكان الثاني فى التبديلة . لذلك ٠‏ إذا بدأت العبديلة ( - , - , - ,2 ) فتكون الممكنات الثلاثة للمكان 
الثانى هى 1 » 3 » 4 . الفرعان المنيثقان من كل نقطة فى المكان الثانى مثلان الاختيارات الممكنة المكان 


اعم 


الثالث . لذلك » إذا بدأت التبديلة (-,- ,2,3) فيكون الاختياران الممكنان للمكان الثالث هما 
1 4 . ف النباية » الفرخ المنفرد المنبئق من كل نقطة فى المكان الثالث بمثل الاختيار الوحيد الممكن 
للمكان الرابع . لذلك » إذا بدأت التبديلة (- ,4 ,3 ,2) ٠‏ فالاختيار الوحيد للمكان الرابع هو الرقم 1 . 
ويمكن سرد التبديلات المختلفة الآن بتتيع المسارات الممكنة خلال ( الشجرة ) من المكان الأول إلى المكان 
الأخير نحصل ببذه الطريقة على القائمة التالية : 

133 يه لباه به 23544 

)1,2.4,3( )21.4,3( )3,.1,4,2 )4.1.3.2( 

(42:1.3) 14يتية) (14:ة23) 3,24 

)1.3.4,2( )23,4,1( )3.2,.4,1( )4.2.3.1( 

)1.44223( )241.3( )3,4.1,2 )4.3.1.2( 

(آبقيقة) (ايقبة :8 اللءقة يم (2نة .04 

نرى من هذا المثال وجود 24 تبديلة لفئة الأعداد (4 ,3 ,2 ,1) . كان من الحمكن توق هذه النتيجة 

دون سرد فمل التبديلات بالاستدلال كا يل . حيث إن المكان الأول بمكن أن ملا بأربع طرق » ومن ثم 
يمكن ملء الثانى بثلاث طرق ٠‏ فتوجد 4٠3‏ طريقة لملء المكانين الأولين . حيث إن المكان الثالث يمكن 
أن يملا بطريقتين فتوجد 2 4٠3 ٠‏ طريقة لله الأماكن الثلاثة الأول . ف النباية » حيث المكان الآخير 
بمكن أن ملا بطريقة واحدة فقط . فتوجد 24 - 201 :3 :4 طريقة لملء الأماكن الأربعة كلها . بصفة 
عامة ٠‏ يكون لفثةالأعداد [/ معن م1 عد ]هك 1 235 , , 23دم) ( لاحم )وعد من 
التبديلات امختلفة , 


سسكتب (ررثر.. . . روث ووثر) لنرمز إلى التبديلة العامة للفئة [8 ,. . . ,2 ,41 هنا يكون ور 
العدد الأول ف التبديلة » وت العدد الثانى » الخ . يقال أن انعكاسا قد حدث ف التبديلة كلما تقدم رقم أكبر 
رقا أصغر , بمكن الحصول على العدد الكل للانمكاسات الحادثة فى تبديلة ما كا يل : 


)١-١ (شكل‎ 


اللا لوأل وى الى لوال 6 لون م 


8 


ل لم و ألو وس و هوام .و له لو امام م 6م .م م 


١‏ - أوجد عدد الأرقام الأصغر من وثر والى تتبع وثر فى التبديلة (؟) . أوجد عدد الأرقام الأصفر 
من ور والى تتبع دثر من التبديلة . واصل عملية العد هذه للأرقام ور » ... * + ,ر فيكون مجموع هذه 
الأرقام هو المدد الكل للانمكاسات ف التبديلة . 


4ه 


مشال (0) : 
عين عدد الانعكاسات ف التبديلات التالية : 
(6,13,4,5,2)1) ( ؟) (2,4,1,3) (؟) 1,2,3,4) 
)١(‏ عدد الانمكاسات هو 8 ع ] + 1 + ] + 0 + 5 
(؟) عدد الانمكاسات هو 0-3 +24 +14 
( م ) لا يوجد أى انمكاس ف هذه التبديلة . 


تعريف : تسمى التبديلة زوجية إذا كان العدد الكل للانمكاسات رقا زوجيا وتسمى فردية إذا 
كان العدد الكل للانمكاسات رقماً فردياً . 


مثال (4) : 
يصنف الحدول الثالى التبديلات المختلفة للفئة (3 ,2 ,41 كتبديلات زوجية وفردية . 
التبديلة عدد الانعكاسات التصنيف 
زوجية 
(1,2:3) 0 1 
1,3,2 1 فردث 
(2,1,3) 1 فردية 
(2,3,1) 2 زوجية 
)03,12 2 زوجية 
(03,2,1 3 فردية 
اعتبر مصفوفة من النوع 7 6< م 
61 412 #11 
م42 222 221 0 
8 900 7 41 


سنعنى بحاصل ضر ب أولى من 4 أى حاصل ضرب لعدد # من عناصر 4 ء بحيث لا يأق أى اثنين 
من هذه العناصر من نفس الصف أو نفس العمود . 
مشال (0) : 
اسرد كل سواصل الضر ب الأو لية من المصفوفتين . 
413 412 211 
0 7 م 0422 6 
2 21 
6433 432© 2431© 
)١(‏ حيث إنه يوجد عاملان لكل حاصل ضرب أولى » وحيث إن كل عامل يأق من صف مختلف » 
فيمكن كتابة أى حاصل نر ب أولى على الصورة : 


61-02- 


5ه 


يث تشير الشرط إلى الأعمدة . حيث إنه لا يأق أى عنصرين ى حاصل الضر ب من العمود » فأرقام 
الأعمدة يحب أن تكون 1 2 أو 2 1 ولذلك يكونوي» ويه » ورك ديع هما حاصلا الضرب الأولين 
الوحيدين . 
(؟) حيث إن كل حاصل ضرب أولى له ثلائة عوامل . كل واحد مهم يأ من صف ممختلف » فيمكن 
كتابة أى حاصل ضر ب أولى على الصورة . 
-و41-02-0 
حيث أنه لا يأى أى عنصرين فى حاصل الضرب من نفس العمود » فيجب آلا تتكرر أرقام الأعمدة » 
وبالتالى فأرقام الأعمدة يحب .أن تشكل تبديلة للفئة (3 ,2 ,1) . هذه التبديلات وعددها 6 > !3 تؤدى 
إلى القامة التالية لحواصل الضر ب الأولية : 
2142 2210102 21011 
2211 412623031 214211012 
كا يوضح هذا المثال » يكون لأى مصفوفة 4 من النوع #6 ا عدد ! من حواصل الضر ب الأولية . 
وهذه حواصل الضرب الى على الصورة ‏ .زمه ... رزة4رررت حيث (ررثر,. . . ووثر ووثر) تبديلة الفعة 
(,. . . ,2 ,1 . ستعنى يحاصل ضر ب أولى بميز من 4, أى حاصل شرب زمه ...يروف ريه مفروياً 
فى 1+ أو 1- , سنستخدم الإشارة + إذا كانت ( بر ,. . . ووثر ووثر ) تبديلة زوجية وسنستخدم 
الإشارة - إذا كانت (ررثر ,. . . وو ووث) تبديلة فردية . 
مشال (5) : 
اسرد كل حواصل الضر ب الأولية المميزة من المصفوفتين . 


611 ©12 613 


00 0 0 (؟) أده ديه ريه 


4 ويه 
2000 ود© 6232© 2431 
حاصل الضر ب التبديلة المرافقة زوجية أم فردية حاصل الضر ب الأول المميز 
الأولى 
2102 12( زوجية اك 
04120 )2,1( فردية 01- 
حاصل الضر ب الةبديلة المرافقة زوجية أم فردية حاصل الفمر ب الآولى المميز 
الأولى 5 
2023 (1,2,3) رو جيه ش22 
21602 (13,2) رديه 2- 
2222211011 (21:3) 0 83---- 
226221 (2,3,1) زوج 22221 
222212 0 ع زوجية 012 
اياك (3,2,1) فردية 6 - 


نحن الآن ق وضع يسمح بتعر يف دالة المحدد . 


3 


تعريف : لتكن 4 مصفوفة مربعة . يرمز لدالة المحدد بالرمز غ884 » ونعرف (4) 066 بأنه 


حاصل جمع كل حواصل الضرب الأولية المميزة من 4 . 
شال (؟) : 


بالرجوع إلى مثال ١‏ » نحصل على 
6412 


12021 - ج4116 عد 
0422 


613 0412 
2 + 4126:3431 + وج4جج16ر© > |63 222 
042 - 3و16: 4124 - 01ج ج6130 - 


دد6© 6232© 


3 
1 |ه» 
6221 


لك 
ريه [أعل 
631 


من المفيد أن نحصل من هذا المثال على صيغتين متاحتين كرجع معد . تجنبا لاستذ كار هذه التعبير ات 
الضخمة » نقترح أن«لستخدم الحيلة البسيعلة الموضحة فى شكل ١‏ - 7 . الصيغة الأولى فى مثال ٠‏ نحصل 
عليها من شكل 7 - 7 (1) بضرب العناصر ف السهم المتجه إلى المين وطرح حاصل صرب العناصر فى 
السهم المتجه إلى اليسار . الصيفة الثانية ى مثال ١‏ نحصل عليها باعادة كتابة العسودين الأول والثانى كما هو 
موضح فى شكل ١ - ١‏ (ب) » ونحسب المحدد يجمع حواصل الضرب فى الأسهم المتجهة إلى المين وطرح 


حواصل الضرب ف الأسهم المتجهة إلى اليسار . 


3 سس صر مه ع 
: كاعر كام ل هف لعلف ل 
وه كدر جه .قفر دده 
يا«في «ني إهه “لي عاسو 


)0( © 
(رشكل ؟١5-١)‏ 
شال (2م) : 


احسب قيمي محددى المصفو فتين 


لعي ا 
ا 1 : :0 
9 7-8 
استخدام الطريقة الموضحة فى الشكل ؟ - ١‏ (أ) يمطى . 
0- ح (1()4) - (2-)(ة) ع (شر)امل 
استخدام الطريقة الموضحة فى الشكل ؟ - ؟ (ب) يعطى 
0 - (72-) - (48 -) - (105) 5 + (84) + (45) - (8)مء0 


5١ 


تحذير : نؤكد على أن الطريقة الموضحة فى شكل ٠‏ - ؟ لا تصلح نحددات المصفوفات من النوع 
4 * أو مصفوفات أكير . 


حساب قي المحددات مباشرة من التعريف ينؤدى إلى حسابات صعبة وفى الواقع أن الحساب المباشر لقيمة 
محدد من أربعة صفوف وأربعة أعمدة يتضمن حساب عدد 24 - !4 من حواصل الضرب الأولية المميزة 
وحساب قيمة محدد من عشرة صفوف وعشرة أعمدة تتضمنحساب عدد 800 ,628 ,3 7 !10 من حواصل 
الضر ب الأولية المميزة . لا مكن حتى لأسرع آلائنا الحاسبة أن تعالج حسابا محددا من لخحسة وعشرين صفا 
وخخسة وعشرين عمودا ببذه الطريقة ى وقت معقول . لذلك سيكون جزء كبير من باتى هذا الباب خاصا 
بائبات خواص للمحددات تبسط حساب قبمية المحدد . ونحْتم هذا القسم بملاحظة أن محدد 4 عادة ما يكتب ى 
الصورة الرمزية التالية 

مله ٠٠١‏ يزمفرزيه 2 8 ع ماعل 

حيث تشير 5 إلى أن الحدود يحب أن تجمع لكل التبديلات (برار,. . . ,دقر ووثر) وتأخذ الإشارة + 
أو - فى كل حد على حسب كون التبديلة زوجية أو فردية وتعتبر | 4| رمزا بديلا نحدد المصفوفة 
4 بدلا من (4) 466 باستخدام هذا الرمز بممكن كتابة محدد المصفوفة 4, فى مثال م على الصورة 


1[ 3 
م : 
تمارين ١  "‏ 
١‏ - أوجد عدد الانمكاسات فى كل من التبديلاث الآنية إلفئة م3 ,2,354 11 
(!) (34152) (ب) «(42531) (+) (54321) 
(د) (12345) (ه) 13542) (ء.) (23541) 


؟ - صنف التبديلات فى مرين ١‏ من حيث هى زوجية أم فردية 


2 1 4 6 :0 2 2 1لسم 
51 |2 3 3-9 هه “3م 4 
7 1-2 1- 2 8 1203 09 3-م 
با |1 5 3إ|ه-|6- 4 3-] و |1- 90 4]| 1-١‏ ج+م 4ه 20 
8 423 2 72 1 6 200028 ا ا 


وات أوجد كل قم 9 الى عندها 0 ع () أعل. 
0 
2 2-1 
)ع( -4 (ب) 1 1- 
ا 0 


ذه 3 


50 


- صنف كل تبديلة للفئة (4 ,3 ,2 ,1] كزوجية أو فردية . 
١‏ هس استخدم نتائج مرين ١١‏ لبناء صيغة نحدد مصفوفة من النوع 4 6< 4. 
١4‏ - استخدم الصيفة الى حصلت عليها فى “مرين ١‏ لحساب قيمة محدد المصفوفة 


1 4 -3 1١ 

0 لق 2 

د 2 1س 4 

10000 -2 4 

٠‏ - استخدم تعريف المحدد لحساب قيمة 

1 30 0 0 4+0 0 
0 2 0 00 02-0 0-0 
(01)1 0030 (ي) 0 0 3 0090 
0 0 0 4 0 021--00 2-0 
00 0 0 5 60 0 0 0 5 


- برهن عل أنه إذا كان المصفوفة المربعة #4 عمود من الأصفار » فان 0 ع (4) غ06. 


؟ ؟ حساب قيم المحددات باختزال الصفوف 
نستوضح فى هذا القسم أن محدد أى مصفوفة يمكن حساب قيمته باخزال المصفوفة الصورة الصفية 
المميزة . هذه الطريقة ها أهمية خاصة حيث إنها تتجنب الحسابات الملويلة المتضمنة ف التطبيق المباشر لتمعريف 
المحدد , 
ندرس أولا صئفين من المصفوفات الى بمكن حساب محدداتها بسبولة دون اعتبار لكبر المصفوفة . 
نظرية ١‏ : إذا كانت 4 مصفوفة مربعة ها صف من الأصفار » فإن 0 > (4) 461 . 
البرهان : حيث إن أى حاصل ضرب أولى مميز من 4 يحنوى على عامل من كل صف من صفوف4 » 
فكل حاصل ضر ب أولى مميز يحوى عاملا من صف الأصفار و بالتالى تكون قيمته صفرا . حيث أن (4) 064 
هو مجموع كل حواصل السرب الأولية المميزة » فنحصل على 0 ع (4) غ6 . 
تسمى المصفوفة المربعة مثلثية علوية إذا كانت كل العناصر تحت القطر الرئيسى أصفارا . وبلمثل » 
تسمى المصفوفة المربعة مثلثية سفلية إذا كانت كل العناصر فوق القطر الرئيسى أصفاراً . وسواء كانت 
المصفوفة مثلثية علوية أو مثلثية سفلية فإنها تسمى هصفوفة مثلفية . 
ثال (9) : 
المصغوفة المثلثية العلوية العامة من النوع 4 كا 4 تكون على الصورة 
4614 613 412 211 
+624 0423 422 


59 


والمصفوفة المثلثية السفلية العامة من النوع 4 كا 4 تكون على الصورة 


060 0 0 وه 
0 © جج© ريه 
80 وو© 432 رده 
هه 643 642 0410 


:)١١( مثال‎ 


احسب (4) 061 ٠‏ حيث 


ع مر 
0 وده 32©ه إدوكه 


هه6 ذ3ه© 2و4 641 
حاصل الضر ب الأولى الوحيد من 4 الذى يمكن أن يكون غير صفرى هو مم4 5و4 422 در© 
لرى هذا ء اعتبر حاصل الضرب الآولى المطى رزه4رزة4,زرد4ر رك حيث إن 0 عد ويه > ور 4ه د وه 
فيجب أن يكون عندنا1 - رز لكى يكون عندنا حاصل ضرب أولى غير صفرى . إذا كانت 1 ور 
فيجب أن يكون عندئا 1 عب وثر حيث إنه لا يأق عاملان من نفس العمود » وحيث إن 0 ح ويه دوي» 
فيجب أن يكون عندنا 2 ح وثر لكى يكون عندنا حاصل ضرب غير صفرى . بالاستمرار ببذه الكيفية 
نحصل على 3 ح وراء 4 ع يار حيث إن مم4 و4 04:2 :ره تضرب ق 1 -+ فق تكوين حاصل الضرب 
الأولى المميز » فإننا نمحصل على 
40وج 4رره ح (4)اعل 
يمكن تطبيق الشرح السابق على أى مصفوفة مثلثية لنحصل على النتيجة العامة العالية . 


نظرية ١‏ : إذا كانت 4 مصغوفة مثلثية من النوع 7 كا فإن (4) :46 هو حاصل ضرب عناصر 
القطر الرئيسى ٠‏ أى إن بير4 . . . 422 ينه ع (لم) 461 . 
مشال )١(‏ : 3 و 207 
1 7 3- 0 

6 - - (3()6(9()4-)(2) - أ6 65 60 06 

0 00 0 8 

0 0 0 4 


توضح النظرية التالية تأثير إجراء ععلية بسيطة على صف من المصغوفة على قيمة محدد المصفوفة . 


©ه ماف ضاه 


نظرية « : لمكن 4 أى مصفوفة من النوع ل 
(!) إذا كانت 4 هى المصفوفة الناتجة يضرب صف من 4 فى ثابت #6 فان 
(4) :ع4 غ٠‏ ع (4) 461 


535 


(ب) إذا كانت “4 هى المصفوفة النائجة بابدال صفين من 4 فإن (4) 464 - جح (4) 461 
( ج) إذا كانت “4 هى المصفوفة الناتجة بإضافة مضاعف صف من 4 لصف آخر » فإن 
لل ) :4 ع (4) 401 . 
نحذف البرهان وانظر كمرين ١١‏ 


شال )١١(‏ : 
اعتبر المصفوفات 
4 1 0 12 8 4 1-2 
3 2 1ع يم 4 1 0إع يم 4 1 4-0 
1 1-2 31 12 1-21 
3 2 1 
2 3 2-]|- وك4م 
1 2 1 


إذا حسبنا قبي محددات هذه المصفوفات بالطريقة المستخدمة فى مثال ه فإننا نحصل عل 
2- - (وك )عل ,2 - زوم )امل ,8- - (رفم)اول ,2- - ()اعل 
لاحظ أن .4 نحصل عليه بضر ب الصف الأول من 4, فى 4 » و4 نحصل عليه بتبديل الصفين الأو لين » 
ونحصل على و4 بطرح ضعف الصف الثالث المصفوفة 4 من الصف الثانى ى كا تنص النظرية #« ٠‏ تحصل 
على العلاقات 


(4)اعل > (وكم )ع0 220 (4))عل - - (يم)اعل (لم)اأعل 4 ع (رك )عل 


: )١"( مشال‎ 


للتقرير (أ) فى نظرية ‏ تفسير بديل يكون مفيدا ى بعض الأحيان ى تسمح لنا هذه النتيجة بإخراج 
و عامل مشر ك » من أى صف لمصفوفة مربعة خارج علامة المحدد . لتوضيح ذلك اعتير المصفوفتين 


613 412 01122 613 12 #611 
ديهم جومم ريم | - 8 وو© 22 إرره| ح 4 
قد ©4‏ 4232© 431 دد© 432© 231 


حيث بالصف الثانى المصفوفة 8 عامل مشترك جم ,م حيث إن 8 هى المصغوفة الناتجة بضرب الصف 
الثافى المصفوفة 4 فى / » فالتقرير (1) من نظرية م يؤكد على أن (4) ؛مك / ح (8) :مك أى أن 


211 ©412  ©دذأ‎ 611 412 613 


# ع إويهة جرهم إجيه/ 


221 422 423 


©6362 ©4392  ©ددأ‎ 431 2432 433 


سنصيغ الآن طريقة بديلة لحساب قيمة المحدد والتّى ستعجنب القدر الكبير للحسابات المتضخمة فى التطبيق 
المباشر لتعريف المحدد والفكرة الأساسية هذه الطريقة هى أن نطبق عمليات بسيطة على الصفوف لاختزال 
المصفوفة المعطاة 4 إلى مصفوفة م تكون ف الصورة الصفية المميزة . حيث إن الصورة الصفية المميزة 
لأى مصفوفة تكون مثلثية علوية ( انظر أمرين ١4‏ ) » فيمكن حساب قيمة (2) 464 باستخدام نظرية ؟ . 
ومن ثم بمكن الحصول علل (4) 464 باستخدام نظرية م ألى تربط قيمة (4) 064 امجهولة بقيمة 


(8) 64 المعلومة . ويوضح المثال التالى هذه الطريقة . 


: )١4( مشال‎ 


أحسب قيمة (4) اع حيث 


0 
3ع 4م 
2 


الحل : باختزال 4 إلى الصورة الصفية المميزة وبتطبيق نظرية م » نحصل على 


١ 1 5 3 6 9‏ 
1١ 535‏ 0- أو 6- (إ 
1 20065 1 2006| 
3 2- 1 
5 1 2-30 
202020651 
3 2- 1 
15 (300-- 
5- 10 0 
3 2- 1 
5 1 30-- 
55 00060 
3 2- 1 
5ئ 1 ((3(0-55-)<2 
1 0 0 


- )-3()-55()1( - 5 


3 


ع (م)اعل 


ابدلنا الصفين الاول والثانى 
للمصفوفة 4 


العامل المشسترك 3 من الصف الاول 
للمصفوفة السابقة أخذناه خارج عسلامة 
المحدد ( أنظر تمرين 11 ٠)‏ 


طرحنا ضعف الصف الاآول 
للمصفوفة السابقة من الصفا 
الثالث 


طرحنا عشرة أمثال الصف الثانى 


لليصفوفة السسابقة من الصف 
الثالث 


العامل المشترك 55- من الصف 
الآخر للمصنوفة السابقة أخذنام 
خارج علامة الحدد 


: )١6( مقال‎ 


احسب قيمة (464)4© » حيث 


4 2 3 1 
ةي 6-4 2 
و و و وا-4 
8 4+4 ] 1 
له 2 3 ) 

طرحنا ضعف الصف ]| أ 0‏ 0 0 0 

الأول من الصف القال | أو 1 و اا [(061)4 
8+ 1 )ا 


لا نحعاج إلى اختزال آخر إذ أن من نظرية ١‏ ينتج أن 0 ع (4) مك . 

يحب أن يكون واضحاً من هذا المثال أنه حالما كان بالمصفوفة المربعة صفان تناسبيان ( مثل الصفين 
الأولوالثاف المصفوفة 4 ) » يكون من الممكن إنتاج صف من الأصفار بإضافة مضاعف مئاسب لأحدها 
إلى الآخر م لذلك » إذا كان بالمصفوفة المربعة صفان تناسبيان » فإن محددها يساوى الصفر . 


مثال )١١(‏ : 
كل من المصفوفات التالية بها صفان تتاسبيان وإذن بمجرد المعاينة » محدد كل مها يساوى صفراً . 
55- 4 1- 3 
2 5 2 6 2 ا 
4 2 3 
4 ك1 8 5 3 8- 
15 0-12 3 0 9- 
تمارين ؟ ‏ " 
١‏ - احسب قي المحددات التالية بالمعاينة . 
١ 1 2-40 177 ,‏ 3 َّ 
1 © إم و بدي 
2 5 4 


37 


عام 4+ 
4 
9 


١ 5 أ‎ 


7 
21 


2 


ع3 تر 38 -م هم3هس 4 
29 


4 


| نك 


عد الام 
264 
اسه 


ه- 
24 عل 
8- 


5ه 
1 يد أو جند .5ع إلثر © 4(غ4عل 
1 #6 4 


بافتر اض أن 


8-0 - اج الم 
ته عاب 1 
صر ص له اسم 5 0 
مس وبيس يمري مؤت 
صإ ميم وميس يي هه ات 
ٍ 1 
لاه 4-7 الك 1 
و > 
1 / 
ووع ووو 
ل ند عند ذا 
عد ىت ند عد ل إل سم وا 
١ ١‏ 
0 ند عد فى فد ه مه 
إلى لعن يد لسن لت من صاد 
1 1 
6 ند ند عدا ت ل + 
1 1 
1 نت ال-ما 


فى القارين من ؟ إلى هو أحسب 


قيم محددات المصفوفات المعطاة با 


اخمر 


ال المصفوفة إلى الصورة الصة 


لى شا ل 


م - 


(١‏ - أثبت أن 


10 43 0 
( دد4102:0- > إديه جيه 
دد4 0432 
614 0 0 
44 ديك 0 

١ب‏ 10120 نول - 
+د» ددة# دك 
م44 ذهو0 442 


0 
0610 


دل 


لذ 


م4 


, تلل سميحة عندما تستبدل كلمة ,صف » بكلمة و عود ع‎ )١( برهن على أن نظرية‎ - ١ 


4 - برهن على أن الصورة الصفية المميزة لمصفوفة مربعة هى مصفوفة مثلثية علوية . 


. )*( برهن الحالات الخاصة التالية لنظرية‎ - ٠٠ 


1( وه 2(© 40“ وها جرهم رمم 
ديه ديه ريه | > أدي» ‏ ديه ريه 
دد6 632 (43ك دد©» 2د6© #310 
613 412 211 د62 422 221 
)ب 621 22© (24© | - - |6 5ر6 ورت 
دد© 632 231 دد© 2د6© اذك 
413 4612 61 ديهط + وريه ريمك + ييه ريسط + رره 
(+) إدده ديه إيماع 2 0222 6421 
دد4© 0632© 2310 و2 دو الغن 


#8 خواص دالة المحدد 


سندرس فى هذا القسم بعض الخواص الأساسية لدالة المحدد , يعطينا عملنا هنا نظرة متعمقة فى العلاقة 
بين المصفوفة المربعة و محددها . إحدى النتائج المباشرة لهذه المادة العلمية ستكون اختبارا » لقابلية المصفوفة 


للاتعكاس » باستخدام المحدد و 


إذا كانت 4 مصفوفة من النوع # 6< 2< فان محوره 4 ويرمز ها بالرمز 44 تعرف بأنها المصفوفة 
من ألنوع 5 ا # الى عمودها الأول هو الصف الأول للمصفوفة 4 ء وعمودها الثانى هو الصف الثاق 
للمصفوفة 4 ٠‏ وعمودها الثالث هو الصف الثالت المصفوفة 4 » الخ م 


الم 


 *#‏ الجير الخطى 


مشال (00) : 


محورات المضفوفات 


ج61 4013© 412 زر“ 
+42 423 622 ريه | جح 4م 


هد“ 433 #32 (دك» 


2 5 3 23 
1 4ه 5ه [ك5 13]ع© إ4ه اإعقّ 
7 مت |6 5 


رد 621 4611 
ددك 022 12ر4 
دده 423 213 
4د » 0424 614 


2 325 1 
1 4 5 ]2-2 3]- م6 ؛ 5]-ه 
7 2010- 5 
بافر اض أن أنواع المصفوفات تكون بحيث يمكن إجراء العمليات المبيئة فإن لعملية التحوير المواص 
التالية ( أنظر تمرين 18 ) ء 
خواص عملية التحوير : 
(1) 4ع أكم) . 
(؟) “8ع م د “زه د4) ٠١‏ 
(؟) “4م ح “(مم) حيث 2 أى عدد قياسى . 
(؛:) “4 أهاع “(ه4) . 
تذكر أن المحدد لمصفوفة من النوع # كا يعرف بأنه مجموع كل حواصل الضر ب الأو لية المميزة من 4 
حبيث أن لحاصل الضر ب الأولى عاملا واحدا من كل صف وعاملا وأحداً من كل عمود ؛ فن البديهى أن يكون 
المصفوفتين 4 و 44 نفس فئة حواصل الضرب الأولية . رغم أننا سنحذف التفاصيل ٠‏ يمكن إثبات 
أن للمصفوفتين 4. و “4 فى الواقع نفس حواصل الضرب الأولية المميزة » وهذا يؤدى إلى النظرية التالية : 


نظرية 4 : إذا كانت 4 أى مصفوفة مربعة فإن (44) 464 ح (4) 461 . 
يسيب هذه النتيجة توشك كل النظريات عن المحددات الى تحوى فى تقريرها على الكلمة «وصضء» أن تكون 
صحيحة أيضاً عندما تحل الكلمة « عمود » محل « صف » لبر هنة تقرير الأعمدة نحتاج فقط إلى تحوير المصفوفة 
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ليبدل تقرير الأعمدة إلى تقرير صفوف ء ثم تطبق النتيجة المناظرة المعروفة بالنسبة المصفوفة . لتوضيح 
الفكرة » افترنهن أننا نريد إثبات أن تبديل عمودين للمصفوفة المربعة 4 يغير إشارة (4) 464 . يمكننا 
السير كا يل : لتكن “4 هى المصفوفة الناتجة عندما يتبدل العمود م والعمود ى للمصفوفة 4 . لذلك تكون 
*(/4) هى المصفوفة الناتجة عندما يتبدل الصف م والصف 5 المصفوفة 44 لذا فإن 


“ل ) 401 - (4) 461 ( نظرية ») 
(4) وك - > ( نظرية + ب ) 
(4) 40 - - ( نظرية 4 ) 
وذلك يبرهن النتيجة . 


الأمثلة العالية توضح نتاطاً عديدة عن المحددات الى تعتمد على خواص أعمدة المصفوفة , 


0 
شنا سي 


شال (8) : 


بالمعاينة » المصفوفة 


محددها يساوى صفراً إذ أن العمودين الأول والثانى تناسبيان . 


مشال (14): 


احسب قيمة #دد المصفوفة 


ب 0 
ه © 


0 
0 
3 
1 


ع في 62 قد 


3 -5 

من الممكن حساب هذا الحدد كا سبق باستخدام عمزيات بسيطة على الصفوف لاختّز ال 4, إلى صورة صفية 

ميزة . لكن من ناحية أخرى يمكننا وضع 4 فى صورة مثلثية سفلية فى خطوة واحدة بطرح ثلاثة أمثال العمود 
الأول من الرابع لتحصل على 

0 

0 

0 


6- - (26-)(1()7()3) - أعل ع (4م)اعل 


© شا عم 


12200 
22027 
6 0 
26- 70023 
يوضح هذا المثال أنه من الحكة دائماً أن نفطن المملية الماهرة على الأمدة الى ستجمل الحسابات قصيرة . 


الا 


افترض أن 4 و8 مصفوفتان من النوع # كا 7 وأن / أىعدد قياسى . سندرس الآن بعض العلاقات 
الممكنة بين (4) 461 ء (8) 467 والمحددات 
(م)اعل و (8 ع م)اعلق ‏ ,(قم)خعل 
حيث أن أى عامل مشترك فى صف من المصفوفة بمكن أخذه خارج علامة المحدد » وحيث أن كل صف 
من الصفوف وعددها ## بالمصقوفة #4 يحتوى العامل المشثّر ك / » فإننا نمحصل على 
)21 اع" د زم )امل 
مشال :06١(‏ 


اعتبر المصفوفتين 


21 : 3 15 
أه تا-” ”أن ]عه 
بالحساب المباشر نجد أن 4 > (4) :»4ك و 100 ح (5,4) 46# يتفق هذا مع العلاقة (2.1) ٠‏ 
والتى تؤكد على أن (4) ع4 52 ح (ارة) 461 . 
للأسن . لاتوجد علاقة بسيطة بين (4) 41 » (8) +46 و (8 + 4) 4# فى صورة عامة م 
بصفة خاصة نؤ كد على أن (8 -+ب 4) 4# عادة لايساوى (4) م4 -+ (4,) 464 . يوضح المثال 
التعالى هذه النقطة . 


شال :)0١(‏ 
أعتير 


ل ك]-م+ه [غ ؟]-ه [ه |« 


لدينا 1ع-(4) اك » 8 ع (8) :46 و 23 ع (8 + 4) +00 لذلك فإن (8 د 4) 461 عد 
(8) 4 + (4) :46 بالرغم من هذه النتيجة السلبية » توجد نتيجة وأحدة مهمة تتعلق مجموع 
امحددات غالباً ما تكون مفيدة . للايضاح » اعتبر المصفوفتين من النوع 2062 
2 9 1 ل 1 0 
22 621 022 021 
واللتان تختلفان فقط فى الصف الثانى . من الصيغة فى مثال ( /ا ) » نحصل على 
(رؤفيره + وؤفن4) + (روفير» جد ويف يه) ع (4)اعل + (4م)اعل 


(لرؤه + يي4اجره - (وؤه + جيماررهم ع 


3 4 
1 ان 0 مق ا- 
422 + 622 421 + ررفك 


زف 


أى أن 


02 4 4 4 
0 0 راع - أشن م | 

هذا المثال حالة خاصة من النتيجة العامة التالية : 

لعكن 4 » '4 و “4 مصفوفات من النوع كا حيث تختلف فقط فى صف واحد وليكن الصف م . 
افترض أن الصف م للمصفوفة “4 بمكن الحصول عليه لجميع العناصر المتناظرة فى الصفين ذات الرقم م 
للمصفوفتين 4 ٠‏ “4 فيكون 

(4)اعل + (م)فعل ع (“م)اعل 
وتوجد نتيجة ماثلة خاصة بالأعمدة . 


مثال(؟؟9): 
بحساب قي المحددات ٠‏ يمكن للقارىء أن يتأكد من أن 
6ت 11 7 !1 5 7 1 
3 0 2هعل +زأ 3‏ 0 2ه ع 3 0 2 ]نعل 
1- 1 0 12047 (ا-) +7 4+1 0+| 


نظرية 0 : إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين مربعتين من نفس النوع » فإن : 
(8) :ع4 (ه) ؛46 - (48) ا46 
من امثير للدهشة والإنعاش أن نقابل بين البساطة الطريفة لهذه النتيجة والطبيعة المعقدة لكل من ضرب 
المصفوفات وتعريف المحددات . سنحذف البرهان . 


مشال (57) : 
اءتير المصفوفات 
17 2 13- 1 3 
3 - - 4م 
ال اعم 1 عفد ا 
نجد لدينا أن 23 - ح (23-)(1) ع- (8) +4 (4) 46# ومن ناحية آخرى نجد بالحساب 
المباشر أن 23- ح (48) يعك لذلك فإن (8) بعك (ك) :هك ع (8ه4) :40 . . 
فى نظرية )١(‏ بالباب الأول » سردن ثلاثة تقارير هامة وألى تكاقء قابلية المصفوفة للانمكاس . 
سيساعدنا المثال التالى لإضافة نتيجة أخرى لتلك القائمة . 
مشال (4): 
الفرض من هذا المثال هو إثبات أنه إذا لم توجد صفوف مكونة بكاملها من أصفار للصورة المميزة 
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الخّزلة © لمصفوفة مربعة » فإن # يحب أن تكون مصفوفة الوحدة . يمكن توضيح هذا باءتبار المصفوفة 
الثالية من النوع 3 6 3 والى نفتّر ض أنها فى الصورة الصفية المميزة امْتر لة , 
ا كا ذا 
ده" 702 إن | ع 2 
قد" 32” 731 
أما أن يتكون الصف الآخير فى هذه المصفوفة بكامله من آصفار آو أنه لايكون كذلك . إذا لم يكن » 
فإن المصفوفة لاتحوى أى صف صفرى » و بالتالى يكون لكل صف من الصفوف واحد متقدم . حيث أن هذه 
الآحاد المتقدمة تحدث باقتر اب مطرد إلى المين كيفما تتحرك إلى أسفل المصفوفة » فإن كل واحد من هذه 
الآحاد يحب أن حدث على القطر الرئيبى . حيث أن العناصر الأخرى فى نفس العمود الذى فيه أحد هذه الأحاد 
تكون أصفار؟ » فإن 8 يحب أن يساوى / . لذلك أما أن يكون # به صف صفرى أو أن / - هر . 
نظرية + : تكون المصفوفة المربعة 4 قابلة للانعكاس إذا وفقط إذا كان 0 عجو (4) 461 
البر هان : إذا كانت 4 قابلة للانعكاس ٠‏ فإن 44-4 ح / ولذلك فإن (7) 40 ع 1١‏ 
(1-هر) نعك () 6ك وطذا فإن 0 عد (464)4 . بالمكس» بافتراض أن 0 عج (4) 467 سنثبت أن م 
مكافئة صفياً المصفوفة 7 » وعليه نستخلص من نظرية )٠١(‏ بالباب الأول أن 4, قابلة للانمكاس . لتكن 2 
هى الصورة الصفية المميزة امير لة المصفوفة 4 . حيث أنه بمكن الحصول على 2 من 4, بواسطة متتابعة منبية 
من العمليات البسيطة على الصفوف فيمكننا إيحاد مصفوفات بسيطة 81 » و8 » . . . » م محيث تكون 
8 ع4 رشقيه للع أى هخحيى ... حرم ره ع 4م لذلك فإن 
)ع( )عل (٠٠١‏ وك)خعل(! )نعل - (م)اعل 
حيث أننا نفتر ض أن 0 ع (4) 4# فينتج من هذه المعادلة أن 0 عج (8) 467 لذلك فلا يوجد 
بالمصفوفة 8 أى صفوف صفرية » إذن / -- ه ( أنظر مثال 34 ) . 
نتبجة : إذا كانت 4 قابلة للانمكاس فإن 
1 
- يلانيد 
البرهان : حيث أن / - 414 فإن (7) بعك - (ماك4 ) رهك . أى أناء 
1 ع (4) بعك - (خ-م) زوك حيث أن 0 6 (4) 464 » فيمكن تكلة البر هان بقسمة المعادلة بأكلها على 
حيث أن الصفين الأول والثالث للمصفوفة 


(ل) 461 . 
3 1 
1 4-1 
6 2 
إن 


صفان تناسبيان » فإن 0 ح (4) 4مك ٠»‏ لذلك فإن المصفوفة 4, غير قابلة للانعكاس . 


مشسال (56) : 


د ه ماع 


371 


تمارين ؟ - ؟ 
9 - أوجدالمحورات المصفوفات : 
2-1 611 
)ع 1ت (ب) |د 4 8-]| (ج)2 © 7] (د) 3 62 | 
02 013 6423 222 0421 
؟ - حقق نظرية » بالنسبة للمصفوفة | بي ور 
6 0 
28 


م - تحقق أن (8) ,ع4 (4) #ءك > (8ه4) ع4 عندما 


0 21 3 1- 1 
0 4 3-ع-لم * |2 1 8-17 
0:02 1 0 5 


- استخدم نظرية 5 لتعيين أى من المصفوفات التالية قابلة للانمكاس . 


١ 0 0‏ 1-4 20- 721 5 
0" 6 18 1 ط! اب 2 ا ا 
1- 8 0 6 30201 6 6 3 2 


ه -افترض أن 5 ع (4) نع4 حيث 


حححسجرع 
هو ه ه 
ليد سم ين 


الوا 8 
ل 7 0 , 
(!) (ادة) هك رب) (ت4ج)رهة ( ) [1-(24)] :ع4 ) 10 1 ا ين 


؟ - أثبت بدون حساب مباشر أن 0 بر و 2 تح بر تحققان 


ا ا 
3 1 7 
5- 0 0 


0 ع 


٠‏ - أثبت بدون حساب مباشر أن 


هم هب+م مع+ج+ة 
0ع 5 1 © إنعل 


1 1 1 


م - لأى قيمة ( قم ) للثابت # تفشل 4 أن تكون قابلة للانمكاس ؟ 
4 2 1 
0 كاده (ب) |16 4-3 
ا 101 
- لتكن 4 ء 8 مصفوفتين من النوع # 6< 8 . أثبت أنه إذا كانت 4 قابلة للانمكاس فإن 
(84 ل ) بعك ع (8) 40 . 
٠‏ -(أ)أوجد مصفوفة غير صفرية 4 من النوع 3 6< 3 بحيث تكون “4 ع 4 . 
(ب) أوجد مصفوفة غير صفرية 4 من ألنوع 3 326 بحيث تكون '4 - حت 4 . 
١‏ ليكن ررك العنصر فى الصف # والعمود ثر المصفوفة 4 . فى أى صف وأى عمود للمصفوفة 4 
3 زن6 . 
١١‏ - ليكن 0 ح 6زم نظاماً لعدد #« من المعادلات الحطية ذات « مجهولا . أثبت أن النظام يكون له حل 
غير تافه إذا وفقط إذا كان 0 ع- (4) /46 . 


١‏ لتكن 
د 12© ارت ذبط عرط برط 
دده 422 /يه4| > 4 « إروظ يوط روط| ع 8 
د 432© 431 ددظ يوط ردم 
أثبت أن 


(أ) هع "نم) ‏ (ب) “ظ 4 - “(ه جا  )4‏ (ج) “لظ > “إظ4) 
(د) “ماع '(هغ) . 
١4‏ -أثيت أن 84 ع (8 “4) ل 


.4/ > - 4 تسمىالمصفوفة المربعة 4, مصفوفة متاثلة إذا كانت 4ح “4 وتسمىشبه متاثلة إذا كانت‎ - ٠٠ 
: أثبت أنه إذا كانت 8 مصفوفة مربعة فإن‎ 


(1) “8ه و 84 + 8 مصفوفتان متائلعان (ب) 84 - 8 مصفوفة شبه ممّائلة . 


؟ ‏ - 6 المفكوك باستخدام المتممات المميزة ‏ قاعدة كراممر 

فى هذا القسم سنأخذ فى الاعتبار طريقة أخرى لحساب قم المحددات . كنتيجة لمملنا هنا » ستحصل على 
صيغة لمعكوس مصفوفة قابلة للانمكاس كا نحصل أيضاً على صيغة لحل أنظمة معيئة للمعادلات الخطية بدلالة 
المحددات . 

تعريف : إذاكانت 4 مصفوفة مربعة » فإن اللمحدد المتمم العتصر رره يرمز له بالرءز و44 و يعرف يأنه 
محدد المصفوفة الجزئية الى تبى بعد حذف الصف ْ والعمود تر من المصفوفة 4 . يرمز للعدد ريق 17 6 
بالرمز © ( ويسمى المتمم المميز ) أو ( المعامل ) العنصر ربع . 


كلا 


مال (5؟): 


لمكن 
4- 31 
52226 2]2 ير 
8 4 1 
الممدد المتمم المنصر »© هو 
4- 3 
6 6 5 22 إرلار 
8 4 1 


المتمم المميز ( المعامل ) للعنصر .»© هو 
الا د رركة! *'(-) د 61 
بالمثل متمم العنصر 2و4 هو 


ومعامل 632 هو 
6- - وواة - د رولقة **(1-) د يرع 
لاحظ أن المتمم المميز ( المعامل ) و المتمم لعنصر ما . .4 يختلفان فقط فى الإشارة أى أن و24 عد حر © 
وطريقة سريعة لتحديد ما إذا كنا سنستخدم الإشارة «+ه أم الإشارة «-» هى أن نستخدم الحقيقة أن الإشارة 
الى تر بط ,© و ,34 تكون ف الصف ثْ والعمود تر فى الترتيب التالى , 


لا لي ساي 
- 4 5-5 3-4 - 
الال الى 


عن ااأكلة؟ العو حا ب 


على سبيل المثال 1ل 0 ء روطلا - حون عيرلا دع و0 يرلل دير 0 » الخ 9 
اعتبر المصفوفة العامة من النوع 3*3 
3 82 9414 
ويه 2ه ريه| ع 4 
دد6ه 32© 431 
أثيعنا فى مثال ( 7 ) أن 
2022102 + ووهويدوره + ووعووهرره ع (4م)اعل 


(2.2) يو04ئجج164ة - وو16ج0ج© - 1ج0جج36 6 


يفا 


ويمكن كتابة ذلك كما يل : 
(ويقويه - ويفورهاريه + (وجعويه - ووهدرهاريه + (ريعويه - ووهويهارره ع (م)اعل 
حيث أن العبارات الى فى الأقواس هى بالضبط المتمات المميزة ,© » ,© » ,و © (حقق ذلك ) » 
فيكون 
(2.3) روعروة + وريه + ررنا ريه ع (4)اعل 
نرى من المعادلة (2.3) أن محدد 4 بمكن حسابه بضر ب عناصر العمود الأول للمصفوفة 4 فى متماتها 
المميزة وجمع حواصل الضر ب الناتجة , هذه الطريقة لساب قيمة (4) 46# تسمى فك المحدد باستخدام المتمات 
المميزة لمناصر المنود الأول المصفوفة 4 . 


مفال (07؟): 
لتكن 0 1 3 
3 4 2-- 4م 
2 4 5 


احسب قيمة (4) +46 بالفك باستخدام المتممات المميزة لعناصر العمود الأول للمصفوفة #4 . 
الحل : باستخدام (2.3) نجد أن : 

10 

-43 


0 1 3 +4- 
5+ هه 
1- - (5)3 +(2-)(2-)- 4-)3 ع 
بإعادة ترتيب الحدود ى (2.2) بطرق مختلفة » يمكننا الحصول على صيخ أخرى مثل (2.3) , 
من المثر كد أنه لن توجد أى صعوبة للتحقق من سحة كل مما يأق ( أنظر تمرين مم ) : 
وواوره + ورعوره + ريع ريه ع (4)اعل 
رو روك + رو ريه + ورا ييه ع 
وونعويه + ويوويه + روعريه 
وونريه + ووكويه + ور0وره - 
وو)ووه + جو)ووه + رونا روه - 
ووه + ووكويه + وركوره - 
لاحظ أن فى كل معادلة » كل من العناصر والمتممات المميزة تأق من نفس الصف أو نفس العمود م 
تسمى هذه المعادلات مفكوكات (4) +4 باستخدام المتممات المميزة . 


| 3 - (م)اعك 


)24( 


النعائج الى قد أعطيناها آنفاً المصفوفات منالنوع 3 ا 3 هىحالة خاصة للنظرية العامة التالية » و الى 
سنذكر نصها بدون برهان . 
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نظرية 07 : 
يمكن حساب المحدد المصفوقة 4 من النوع #ا:: بضرب العناصر فى أى صف ( أوسمود ) فى متمماتها 
المميزة وجمع حواصل الفرب الناتجة » ممنى أن » لكل « ك ف ك 1 » مك رك] فإن 
وير ريرك ع . . عد رو © روه + ار © ريه ع (4) :461 
( المفكوك باستخدام المتممات المميزة لعناصر العمود رقم ثر ) 
و بوره .ا عد © ييه عد ور" وره ع (4) 461 
( المفكوك باستخدام المتممات المميزة لعناصر الصف رقم 2 ) 


مسال (08): 


لتكن 4 المصفوفة اأتى فى مثال (707) . احسب قيمة (4) 464 بفك المحدد باستخدام المتممات المميزة 
لعناصر الصف الأول ( أى باستخدام .فكوك النحدد من صفه الأول ) . 


الحجل : 
0 1 3 
4- 2- 23س 3 4- 
| اه+] [« -| |3 -أة 4- 2-|- (م)نعل 
4س 5 2- 5 2- 4 2 4ه 5 


- 3)-4- )1()-1!)( - -1 

يتفق هذا مع النتيجة الى حصلنا عليها فى مثال (51) . 

ملاحظة : م يكن من الضرورى فى هذا المثال أن نحسب المتمم المميز الأخير » حيث أنه كان مضروباً 
فى الصفر . بصفة عامة » أن أحسن التدابير ( الاستر اتيجيات ) لحساب قيمة المحدد بالفك باستخدام المتممات 
المميزة » هى أن نجرى الفك من الصف أو العمود الذى يشتمل على أكبر عدد من الأصفار . 

على الرغم من أن الفك باستخدام المتممات الميزة فى العادة ليس له فاعلية الاختز ال للصورة المثلثية 
فى حساب قيمة المحدد » فيمكن فى بعض الأحيان استخدام الطريقتين معاً ى حالات معينة » لتؤديا إلى أسلوب 
حسالى فعال . يوضم المثال التالى هذه الفكرة . 


مشال (8) : 


أحسب قيمة (4) 461 حيث 


بن هم رم بن 

مانم صايا 
١‏ 
5-5 

إن شم ورا يبع 


فا 


الحسل : بإضافة مضاعفات مناسبة الصف الثانى إلى الصفوف الأخرى » نحصل على 


3 1 1- 0 
1 0-1 2 1 
مك064 
0 8 1 60 
مفكوك المصدد من 3 1- 
العيود الاول 3 3 10ح 
0 8 1 
الصف الأول 3 1 1- 
الى الصف الثالث 3 3 0 ع 
3 09 
من 2 (61)ندات 
العيود الآول 3 9 


--8 

فى المفكوك باستخدام المتممات المميزة نحسب (4) 464 بضرب عناصر صف أو عمود فى متمماتها 

المميزة ثم جمع حواصل الضرب الناتجة . كأننا نيحد أنه إذا ضر بت عناصر أى صف ف المتممات المميزة 

للعناصر المناظرة بصف آخر ٠‏ فإن مجموع حواصل الضرب هذه يكون دائماً مساويا للصفر . ( تتحقق هذه 

النتيجة أيضاً بالنسبة إلى الأعمدة ) . رغ أننا سنحذف البرهان فى الحالة العامة » فإن المثال التالى يوضح فكرة 
البر هان فى حالة خاصة . 


مثال(0١7):‏ 
13© 4612 611“ 
45 622 ريه | - 4م 
إدد© 6432 1دوك 
اعثير الكلية 


ددعق» + وو60وره + رو© ررم 


والى تتشكل بضرب عناصر الصف الأول قى المتممات المميزة للعناصر المناظرة بالصف الثالث ثم جمع 
حواصل الضرب الناتجة . سنغبت الآن أن هذه الكلية مساوية الصفر . باستخدام الخيلة التالية . ننشىء مصفوفة 
جديدة “4 بإحلال مل الصف الثالث للمصفوفة 4 نسخة أخرى الصف الأول . لذلك فإن 
613 612 1ك 
423 و6 1و4] ح '4م 


6411 412 413 


لتكن © » وو "© ء وو“© هى المتممات المميزة لعناصر الصف الثالث للمصفوفة “4م . حيث أن 
الصفين الأو لين للمصفوفتين 4 “4 ا نفس الصفين » وحيث أن حساب قيمة و0 » © ؛ وو © » 
وو "© » وو "© »6 وو “© يتضمن فقط عناصر من الصفين الأولين المصفوفتين 4 ء “4 فينتج أن 
60 ح وو ,و0 د و0 60 و6 
حيث أن المصفوفة “4 مبا صفان متائلان » فإن 


)2.5 0 ع ثم)نعل 
ومن ناحية أخرى » حساب قيمة (“4) غ46 بفك “4 باستخدام المتمياث المميزة لعناصر الصف 
الثالث يمعلى 


وذعىه + وؤعوره + رؤ)ارره > (4)اعل 
(2.6) ووكوره + ووعوره + روا رره ع 
من (2.5) » (2.6) نحصل على 


0 > ووعوره + ووعويه + روعوره 
تعريف : إذا كانت 4 أى مصفوفة من النوع # ا و كان رم المتمم المميز العنصر ررم فإن المصفوفة 
ك5 يد أى لك 
2 0 لك أك 
لف 0 كم كق 


تسمى مصفوفة المتممات المميزة من 4 . محورة هذه المصفوفة تسمى المصفوفة المرتبطة بالمصفوفة 4 
ويرمز لا بالرمز (20[)4 


مشال )8١(‏ : 
ين 1د 2 3 
3 6 1]|ع 4م 
0 4ت 2.0 
المتممات المميزة لعناصر 4 هى 
6- تح ور 6 > ور 2ح ك6 
6 خ وو 2 - © 4 ج600 


0 | لكات ساك كن 
وإذن مصفوفة المتممات المميزة هى 


12 6 6 
4 2 16 
12 0 16 


م١‎ 


والمصفوفة المرتبطة هى 


12 4 12 
0 2 6 ع (رشقازلة 
16 16 6- 


نحن الآن فى وضع يسمح لنا بإنشاء صيغة لمعكوس مصقوفة قابلة للانمكاس . 
نظرية م : إذا كانت 4, مصفوفة قابلة للانعكاس » فإن 
1 
لاي حت 
1 عد 2 “20 
البرهان : سنثبت أولا أن 


ارم)اعل ع ركازلة كل 


اعتبر حاصل الضر ب 


ع رمازلة ل 


العنصر فى الصف والعمود ثر[ المصفوفة (4)4© 4 هو 
27 "00 « د حل جر ور عله در نك 
أنظر ( الحطين المظللين أعلاه ) 
إذا كانت نر حم فإن (2.7) يكون هو مفكوك المحدد (066)4 من العمود #2 للمصفوفة 4 
( أنظر نظرية 7 ) . أما إذا كانت تر عب + فإن الءناصر 4» والمتممات المميزة تأق من صفوف #تلفة 
المصفوفة 4 و بالتالى تكون قيمة (2.7) هى الصفر لذلك فإن 
٠.0‏ 


1 5 
)عل 0 ' 
28 4(1)اءل - ) 2 | (مازفما 
ف 45 02 0 


حيث أن 4 مصفوفة قابلة للانمكاس » فإن 0 عج (4) :عل لذلك فيمكن كتابة (2.8) كا يل : 

! ع [(مازفة 4] 32 

02 "كك 
ل ممق 


,م8 


وضرب كل من الطرفين من اليسار فى 4-4 5 
)2.9( 8# 4)زلة 5 - 41م 
مثال(؟7): 

استخدم (2.9) لإبحاد ممكوس المصفوفة 4 فى مثال (81) . 


الحل: يستطيع القارىء التحقق من أن 4 - (4) غعل لذلك فإن 


12 4 12 1 
2-0 6 0-7 204 2 1م 


16 16 16 
#4 
-| # 
-84 #4 


تلاحظ أنه بالنسبة للمصفوفات الىمن نوع أكبر من 3 ا 3 تكون طريقة إيحاد المصفوفة المكسية الى 
فى هذا المثال من الناحية الحسابية دون الأسلوب المعطى فى قسم ١‏ 5 . من ناحية أخرى فإن طريقة إيجاد 
المصفوفة المكسية فى قسم 1 هى تحرد إجراء حسان أو منهج لحساب 4-4 وليس لها فائدة كبيرة فى 
دراسة نحواص الممكوس . يمكن استخدام الصيغة 2.9 محصول على خواص المعكوس دون حساب فعل له 
( أنظر تمرين .)7١‏ 

بنزعة ممائلة » غالبا ما يكون من المفيد أن نحصل على صيغة كل أنظية المعادلات الخطية والتى يمكن 
استخدامها لدراسة خواص الحل دون إيحاد حل للنظام . تعطينا النظرية ألتالية مثل هذه الصيغة لنظام من 78 
من المعادلات الخطية فى من المجاهيل . تعرف الصيغة بأنها قاعدة كرامير . 


نظرية 4 : (قاعدةكرامير) 
إذا كان 8ع 6ر4 نظاماً من #2 من المعادلات الحطية فى # من المجاهيل محيث أن 0 عو (4) غ46 » 
فيكون للنظام حل وحيد وهذا الحل هو 

(مي4م )غ0 (ي4)غء0 0 4 )46 _ 

رح سي ال 00 
حيث 4 هى المصفوفة الناتجة بإحلال عناصر العمود ثر للمصفوفة 4 محل عناصر المصفوفة 
4 
5 


1 


8 3 . 
7 
2 


البرهان : إذا كان 0 عج (4) أعل ٠‏ فإن 4 تكون قابلة للانمكاسء وبنظرية 11 بالقسم 7-١‏ » 
يكون 4-18 ح ال الحل الوحيد للمعادلة 8 ح 476 . وإذن باستخدام نظرية ( م ) نحصل على 


دطأزاسة << © 6 
]مه <2: © © 1 : 1 .0 

1 48 - : 5 

ا ميم >:قلهازفة مرو > 8 ارده 
مطالمة ٠٠١‏ مه م6 


وبإجراء ضر ب المصفوفتين نحصل على 
بوعرط + +٠١‏ روعيط + ركيم 
ركوط + +٠00‏ يريط + ور رط 1 


< نر 
: : : | (شااعل 
عبط + 0:١‏ + وو )عوط + )رطم 
وإذن العنصر فى الصف ثر المصفوفة 6 يكون 
(210) بمكوط + ٠:١:‏ + يو عو + نكل د بر 
(م)أعل / 
والآن لتكن 
,© *'*' إجزر4ة 5 ادرو 55 #12 411 
02 ذلك جز 4 42-1 7 0422 42 رم 
مك *** إجزمكه ,5 ودررة *'' 2م4 يرك 


حيث أن ركم تختلف عن 4 فقط فى العمود نر » فتكون المتممات المميزة للعناصر يط » وظ » . . . يرط 
فى المصفوفة 4 هى نفس المتممات المميزة لاعناصر الماظرة فى العمود ثر للمصفونة 4 . لذلك ففكوك 
امحدد (ر4) عل من العمود ثر يكون على الصورة 
زو6رط ع 0١‏ ع ريم ع © رط - (رك)اعل 


التعويض ببذه النتيجة فى ( 2.10 ) يعطى 
(ر4ااع0 _ 
7 


ا 
لوت 


جح ع2 + 0 
ح ونام + و4 + 3«1- 


و3 + و28 - يع 


ل 
ني 
ممه 


41 


2 620 
6 4 30 
3 2 8 
6م02 1 
0530 4 3- 
١ "8‏ وشا ألات 
لذلك فإن 
18 72 (وم)اول 
0 


2 12280 
كاري م 1 4 وك ]| كدم 
23ج دك 
د +16 
ديم [6 30 3-]ح يل 
5 18 > :لكت 
7 050000 
2 5 وود بعد اس ةا كا وعد 
لزي 55 | ر” 
38 152 _ واكك 1 
2 0 0 سخ 


من الضرورى لحل نظام من ” من المعادلات ى # من المجاهيل ء أن نحسب قيم ] -ل # من المحددات 
لمصفوفات من النوع # ا 2 . بالنسبة للأنظمة ذات أكثر من ثلاث معادلات » تعتير طريقة جاوس للمذدف 
من الناحية الحسابية أعلى شأناً حيث أنه من الضر ورى فقط اختّز ال مصفوفة ممتدة واحدة من النوع (1--7) 6< 1, 
مع ذلك » فإن قاعدة كر امير تعطى صيغة لمحل . 


تمارين ؟' ل 4 
١‏ - لتكن 


(1) أوجد كل المتممات 


؟ - لتكن 


أوجد 
(!) ورور © 


ب( دار 26 


3- 6 1 
1 1 4-1-2 
4 [إج>. :3 


(ب) أوجد كل المتممات المميزة 


4س 4ه 4000 
1 0 1- 
اللا وت" حرق 
2 14 6223 


(+) عولة م وو (د) مقط ر و6 


م - احسب قيمة محدد المصفوفة المعطاة فى “مرين ( ١‏ ) بفك المحدد من : 


(أ) الصف الأول 
( د ) العمود الثاف 


ب العبود الأول 


( ج ) الصف الثافى 
( ه ) الصف الثالث ( و ) العمود الثالث 


وم 


+ - بالنسبة للمصفوفة فى تمرين ١‏ » أوجد 


(!) 4) زهه (ب) 4-4 وذلك باستخدام طريقة مثال (8*). 
احسب ف المّارين من ه إلى ٠١‏ قيمة (4) 464 ٠‏ بفك المحدد من صف أو عمود من أختيارك . 
60 0 1 
م -]8 6 8]-م4م بيت ه- 2260م 
2 2 3 4 3 1- 
1 11 3 2 لم 
ا 7 7 2 4م- 4 3-م 20 
2 تير 2 4-غ 4 3 
40 +4 لق اندو ذو 
أت 106 1إمي 2 00322204 0 
8-- 0 ا 3٠١‏ |4 46 4ه 03 0إ]دم 
6 014 6 2 2 525 وك 1 
3 33 0 0 
1 1 13 
2 
1١‏ - لتحن 5 
تكن ووو 4-7 
2 2 13 


(1) احسب قيمة 4-4 باستخدام طريقة مثال «م . 


(ب) احسب قيمة 4-4 باستخدام طريقة مثال 79 بالقمم ..-١‏ 


( ج ) أى الطريقتين تتضمن حسابات أقل ؟ 


ف المارين من ؟١‏ إلى ١١‏ » استخدم قاعدة كر امير إذا كان بمكن تطبيقها لحل نظم المعادلات . 


ا 5- ح يير4 - 3 
4 ح يعد + 220 


هوت 1ع 22 بير +يعر 
2 ع ير ع2 
4- د م4 ا بر2 دون 


32- 2 يعة - وير لوعت يسا وعدم 
4 ح ىد - وير9 + و2 + 31 
1اعدي< + وبر + وا - 3*2 
4- ع ث2 - و4 - وعد + رعد 


كم 


-50 2 - برك + ع4 
3 - 22 لير م11 
ا-ج2 + برذ + يي 

مآ 24 وبر + ولاة دا رد 

2-2 و« ع2 
0ح و«دة - 4 
ب و« + يع 2 


8 ع- 
7 > وير + يكرة + يعر4 
1 - و2 + 2 + ييدة 


4- استخدم قاعدة كر امير لحل النظام بالنسبة إلى 2 بدون الحل بالنسية إلى * ,ل ,نوم 
20 2 زا #ددف 
1[ عدسر +ع برخ + ع3 
3- د<سق8 +524 در3 +ع« 
3 ع 20 اج ير لير 


- ليكن 8 ح 426 هو النظام المعطى فى تمرين (18) : 
(أ) حل النظام باستخدام قاعدة كر امير 
(ب) حل النظام باستخدام طريقة جاوس - جوردان لحذف . 
( ج) أى الطريقتين تتضمن أقل كية من الحسابات ؟ 
٠٠‏ برهن على أنه إذا كان 1 > (4) عل و كانت عناصر 4, كلها أعداداً صميحة فإن عناصر 4-2 
تكون كلها أعداداً صميحة . 
١م‏ - ليكن 4-8 نظاماً من معادلة خطية فى 8 مهولا معاملات وثوابت من الأعداد الصحيحة . 
أثبت أن 1 ع (4) امك » ومن ثم فتكون عناصر الحل كر أعداداً صميحة . 
؟؟- برهن على أنه إذا كانت 4 مصفوفة مثلثية علوية وقابلة للانعكاس » فإن 4-1 مثلثية علوية . 
مم اشتق المفكوكين الأول والأخير الواردين فى (2.4) . 


غ7 - أثبت أنه يمكن كتابة معادلة الحط المستقيم المار بالنقطتين (,8 ,,4) » (وط ,ج4) عل الصورة . 


#1 
0 |1 يرم ره 
1 ويم يه 
ه؟ - أثبت أن النقط الثلاث (ر ,.*) » (وط ,ع*) » (ولز رو*) تقع على خط مستقيم إذا وفقط إذا كان 
1 رع إو« 
0 >1 ودر ينا 
1 ولط و« 


- أثبت أن ممادلة المستوى المار بالنقط (1© روط ,ن©) ٠‏ (2© ,و2 روه) » (63 ,و2 ,و©) 
والى لاتقع على استقامة واحدة يمكن كتابتها على الصورة 


ع4 


؟- المتجهاتف الفضاء الثنات والقضاء الثلاث 


بمكن للقارىء المتعرف على محتويات هذا الفصل أن يتجه مباشرة إلى الفصل الرابع دون أن يفقد تتبعه 
الموضوع . 


١ »‏ مقدمة فى المتجهات ( هندسية ) 

تعرض ف هذا القسم المتجهات ف الفضاء الثنائ و الفضاء الثلاثى عرضاً هندسياً . وتعرف العمليات الحسابية 
على المتجهات وتستنبط بعض" الحواص الأساسية هذه العمليات . 

يوصف الكثير من الكيات الطبيعية مثل المساحة والطول والكتلة وصفاً كاملا ممجرد إعطاء عدد حقيق 
بمثل مقدار الكلية ولا تحدد كيات طبيعية أخرى ٠»‏ والتى تسمى بمتجهات » تحديداً تاماً إلا عند تخصيص المقدار 
والاتجاه . والقوة والإزاحة والسرعة أمثلة للمتجهات . 

و يمكن تمثيل المتجه هندسياً كجزء من خط مستقيم أو كسهم موجه فى الفضاء الفناق أو الفضاء البلا . 
ويعين اتجاه السهم اتجاه المتجه بِيها يصف طول السهم قيمة المتجه . ويسمى ذيل السهم بنقطة البداية للمتجه 
ورأس السهم بنقطة اللهاية . .وسوف نرمز المتجهات بحروف صغيرة ميزة < ," ,7 رط ,8 وعند مناقشة 
المتجهات سوف نشير إلى الأعداد ككميات قياسيه . كل الكميات القياسية الى سنستخدمها ستكون أرقاما 
حقيقية وسوف نرفر لها بالحروف العادية الصغيرة +« ,7 ,ذا ,/ ,© 

إذا كانت نقطة البداية للمتجه ٠‏ هى 4 ونقطة الهاية هى 8 كانى شكل «- ١أ»‏ فإننا نكتب 

ذامل - ٠١‏ 1 
تسمى المتجهات الى لا نفس الطول ونفس الانجاه » كتلك المتجهات فى شكل ١  «‏ ب ممتجهات 
متكافئة . وحيث أننا نريد أن يحدد المتجه فقط بطوله وباتجاهه فإن المتجهات المتكافئة تعتبر متساوية حى 
وإن كانت تقع فى أمااكن #أعلفة . 


7” 


ب 
( شكل »- )١( )١‏ المتجه 48 (ب) متجهات متكافئة 


848 


إذا كان بود و 8 متجهين متكافئين فإننا نكتب 
11 دا 1 
تعريف : إذا كان ؟و” أى متجهين فإن المجموع « -ل 9 هو المتجه الذى محدد كا يل ضع 
المتجه « محيث تكون نقطة بدايته منطبقة على نقطة هاية 9 . بمثل المتجه « -ل « بالسهم الواصل من نقطة 
بداية ٠‏ إلى نقطة نهاية * ( شكل «- م أ), 
فى شكل » - + كونا امجموعتين « + 9و 8 + #» من الواضح أن 


ع لوت له 9 
ون امجموع ينطبق على قطر متوازى الأضلاع الحدد من 9و 9 عندما يوضم هذان المتجهان بحيث يكون 
لهما نفس نقطة البداية , 
يسمى المتجه الذى طوله صفر بلمتجه الصفرى ويرمز له بالرمز 0 . ونعرف 
9 - 0 ع نز ح يز عق 1( 


لكل متجه ٠‏ . وحيث أنه لايوجد اتجاه طبيعى للمتجه الصفرى فإننا سوف نتفق أنه يمكن أن يأخذ أى 
تجاه يكون هناسباً للمسألة تحث الاعتبار. . 


ديد 


(ب) )غ0 


(شكل م -م) 


للد 


إذا كان ١‏ هو أى متجه غير صفرى فن الواضح أن المتجه الوحيد * الذى يحقق أن 0 - « .+ 9 
هو المتجه الذى له نفس المقدار مثل 7 ولكنه يتجه للعكس ( شكل م - ؟ ب ) . يسمى هذا المتجه بسالب ؟ 
( أو المعكوس بالنسبة للجمع للمتجة ١‏ ) ونكتب 

1 ح وهنو 
بالإضافة إلى ذلك فإننا نعرف 0 > 0- . 
تعريف : إذا كان * و ” أى متجهين فإن الطرح يعرف بواسطة 
(8-) + وص ود و 

( انظر شكل مس + أ) 


لمحصول على الفرق 7-5 بدون تكوين #- » ضع » و ” محيث تنطبق نقطتا البداية هما فيكون 
المتجه من نقطة نماية * إلى نقطة نهاية * هو المتجه #«# (شكل م« اه ب)م 


)1( (شكل م-؛) ب 


تعريف : إذا كان ؟ متجه و / عدد حقيق ( قياسى ) فإن حاصل الضر ب ”/ يعرف بأنه المتجه الذى 
طوله |6]| من المرات: طول « واتجاهه هو نفس انجاه « إذا كان 0 < م وعكس اتجاه " إذا 
كان 0 > # ونعرف 90-0 إذا كان 0 - 6 أو 0< 9 . 


يبين شكل م - ه العلاقة بين متجه ١‏ والمتجهات #0 2 “ (1-)2 27 و3(97-). 


2-3 
20 
با (1-) 35 
(فكل م -ه) 2 زر 


لاحظ أن المتجه « (1- ) له نفس الطول مثل ” ولكنه يتجه للعكس هذا فإن « (1 -) هو بالضبط 
سالب ؟ أى أن 


)-1(9 ع‎ ١ 


.مكن عادة تبسيط المسائل المحتوية على متجهات بإدخال نظام إحدائيات متعامدة . سوف نقصر المناقشة 
فى هذه المر حلة على المتجهات ف الفضاء الثنا ( المستوى ) . اعتير أن * هو أى متجه فى المستوى وأفرض » 
كانى شكل م4 ء أن ؟ قد وضع بحيث تكون نقطة بدايته عند نقطة الأصل لنظام إحداثيات متعامدة , 
يسمى الإحداثيان (و« » ,«) لنقطة نماية ٠‏ بمركبى « © ولكتب. 

(وض بره) دو 

إذا وضع متجهان متكافئان ٠و‏ 7 بحيث تقع نقطتا البداية هما عند نقطة الأصل فإنه من الواضح أن 
تقطق الهاية هما يحب أن تنطبقا ( حيث أن المتجهين لما نفس الطول والاتجاه ) . وطذا يكون للمتجهين 
نفس المركبتين . وبنفس الوضوح فإن المتجهات الى طا نفس المركبات يحب أن يكون ها نفس الطول 
ونفس الاتجاه ومن ثم تكون متكافئة وملخص ذلك هو أن المتجهين 

0000 
يكونان متكافتين إذا كان وفقط إذا كان 
ذلا > ون إى ولا جوم 

ويمكن بسهولة إجراء عمليات جمع المتجهات والضرب ف أعداد قياسية بدلالة المركبات . كا هو مبين 

شكل + -؛؟ إذا كان 


(وث بره) عدو د (ولاارره) عدو 


(ونا رونا 


ا 


):0-٠ (شكل‎ 


)٠0-١٠ (شكل‎ 
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فإن 
(وئةا + وم ,رلا + رم) ع وو جاو 

إذا كان (دنا ,ونا) ‏ ورا أى عدد قياسى فإنه باستخدام المفاهي الهندسية المتعلقة بالمثلثات الماثلة.يمكن 

أن نثبت ( مرين ١4‏ ) أن 
لون مرصع) داور 
( أنظرشكل +-م) 
فيلا إذا كان (2 - ,1) ع م ء (7,6) - #« فإن 
4 ,8) > (6 + 2- ,7 + 1) ع (7,6) + (2- ,1) 2 ووم مو 
(8- ,4) - (2 - )4 ,(4)1) < (2- ,4)1 ع بب4 


وكا أله يمكن تمثيل المتجهات ف المستوى بأزواج من الأعداد الحقيقية فإن المتجهات فى الفضاء الثلاق 
يمكن تمثيلها بثلاثيات من الأعداد الحقيقية . بإدخال نظام احداثيات متعامدة . 


(فكل م-م) 


(89 ,1ن ) 


>8 0< كا 


لإنشاء نظام الإحداثيات هذا » اختر نقطة © تسمى بنقطة الأصل . ثم اختر ثلاثة مستقيمات متعامدة مثنى مثنى » 
تسمى بمحاور الاحداثيات » مارة بنقطة الأصل . عنون هذه المحاور #رء نزء 2 ثم اخثر اتجاهاً موجباً 
يكون محور إحدائيات وأيضاً وحدة طول لقياس المسافات ( شكل م - و أ ) . تحدد كل زوج من محاور 
الاحداثيات مستوياً يسمى بمستوى الأحداثيات وهذه المستويات يشار إليها يمستوى ند ومستوى 2< ومستوى 
در . وتحدد لكل نقطة م ف الفضاء الثلا ثلاثية من الأعداد (2 ,لز ,) تسمى بأحدائيات م كا يل , 
مرر ثلاثة مستويات بالنقطة م موازية لمستويات احداثيات ثم ارمز لنقط تقاطع هذه المستويات مع محاور 


1 


الأحداثيات الثلاثة بالرموز ل وآ و2 ( شكل م - هو ب) تغرف [حداتيات نظ بأنبا الاطوال الأعوقة 
بإشار انها 


22-02 #مقحير 80# عع 
فى شكل م - ٠١‏ وقعنا النقطتين اللتين إحداثياتهما (6 ,5 ,4) و (4-,2 ,3-) » 


2 


(شكل م-١٠1)‏ 


تنقسم أنظمة الأحداثيات المتهامدة فى الفضاء الثلاثى إلى قسمين وهما محاو رالود العنى ومحاور اليد اليسرى . 
يتميز نظام اليد الينى بأن البر بمة العادية الموضوعة فى الاتجاه الموجب المحور 2 تسير إلى أعلى إذا دار الاتجاه 
الموجب نور د 900 إلى الاتجاه الموجب لحور انز ( شكل * - ١١‏ أ ) . ويعتير النظام ذويد يسرى إذا 
تراجعت إلى أسفل شكل م - ١١‏ ب. 


زا 


(1) (ب) 
(شكل م - )١( )١١‏ نحاور اليد الى (ب) محاور اليد البسرى 


فى هذا الكتاب سوف نستخدم فقط أنظمة إحداثيات اليد الى . 

إذا وقع المتجه ٠‏ فى الفضاء الثلاثى » كا فى ( شكل م ١١‏ ) ع بحيث تكون نقطة بدايته عند نقملة 
الأصل لنظام إحداثيات متءامدة فإن إحداثيات نقطة الهاية تسمى بمركبات 7 ولكتب 

(ونا رونا ررظ) ح وى 

إذا كاك (ون رونا ررد) ع « » (وس روس ررس) ح « متجهين فى القضاء الثلاى فيمكن بتطبيق 
برهان ماثل للبر هان المستعمل للمتجهات فى المستوى إثبات النتائج الثالية . 
)١(‏ ؟ و ” متكافئان إذا كان وفقط إذا كان ,بلا ح إنا » طح ونا ٠‏ وبر > ونا 
(9) لوس عه ونا ,ونوا د وم ررس ع رق) ح بو ل وى 
(م) لأى عدد قيامى / (وم روما ررسظ) ع ىر 


(ون رونا بانا) 


(شكل م٠-١١)‏ 
5 


:)١ شال(‎ 


اذ اكان (2 ,3- ,1) - ؟ وكان (1 ,2 ,4) ح # فان 
,(1-,2- ب4-) د بو ,(4 ,6- ,2) - 29 ,(1,3- ,5) ع + و 
.1 ,5 - ,3 -) ح ر(بو-) ببوع رودو 
تظهر فى بعض الأحيان متجهات نقطة البداية لا ليست عند نقطة الأصل . لايحاد مركبات متجه 7 نقعلة 
بدايته هى (22 ,ريثز ون*) و ونقطة انهايته (ج2 روثر ,)رم فإننا نكون متجها مكافتاً نقطة بدايته 
عند نقطة الأصل . ( فى شكل م« - م١‏ ) 00 هو هذا المتجه . وإذا مركبات 8ر8 - ؟ هى الأحدائيات 
© ,ؤ,ه) للشطة 0 . 


(22 ,ولا روتد) ور 


)١ ١-٠ ركل‎ 


من شكل م ب م١‏ رظ0 ح رظ6 + 00 » أو بدلالة المركبات 
(22 روط رو*) > (رة روط ونع) + © رط ,ه) 
(و2 روز ريك) ع (رج + م ررير + طروي + 4) 
بمساواة المركبات المتناظرة والحل بالنسبة إلى © » 8 و 6 نحصل عل أن المركبات ( م , 8 , ©#) 
للمعجه رظرظ - ؟ تعلى كايل : 
رت + وم دع روح وبر اط 0 
شال( :)١‏ 
مركبات المتجه ر5 ح ”,ا الذى نقطة بدايته (4 ,1 - ,2) و2 ونقطة نبايته (8 ,5 ,7)ر5 هى 
(12- ,6 ,5) ع (4 - (8-),(1-) - 2,5 - 7) دو 
بالمثل فى الفضاء الثنائى مركيتا المتجه * الذى نقطة بدايته (ول روعد)وط ونقطة تهايته (ولا وج)وظ 


هما (ويرح ولا ود رو ل )ا جح 97 
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مثال("): 


يمكن تبسيط حلول الكثير من المسائل بنقل محاور الأحداثيات للحصول على ماور جديدة موازية المحاور 


(شكل ؟-؛١)‏ 


فى شكل «- ؛١‏ أ نقل ورا إحدائيات بر » «ر لحصول على نظام إحدائيات "بز “د نقطة الأصل 
له “0 عند النقطة (/ ,4) > (لز ,<) . ويكون للنقطة ط فى الفضاء الثنائى الآن الاحداثيان (ز ,«) وأيضاً 


الاحداثيان (" ,'*) , لإبحاد العلاقة بينهما » اعتير المتجه "0 ( شكل م - ١4‏ ب ). فى نظام 
الأحداثيات نزعر تكون النقطة بدايته عند (/ ,/) ونقطة نهايته عند (ل,6د)» ومن ثم (/- بر ,ا - «« )ع 6, 
فى نظام الاحداثيات #بر '#د تكون نقطة بدايته عند (0,0) وئقطة نمايته عند ('طر ,'*) ومن ثم 
ار - 08 , وإذن 
اس بر دير اح يق حت “د 
تسمى هاتان المعادلتان بمعادلتى الانتقال , 
والتوضيح إذا كانت نقطة الأصل الجديدة عند (1 ,4) > (/ ,/) وكان الاحداثيان فى النظام برد للنطقة م 
هما (0 ,2) فإن الاحداثيين فى النظام “بر “بد للنقطة ظر ها 
1--0-1د رو 2--2-4 دير 
فى الفضاء الثلاثى تكون معادلات الانتقال هى 
سدم د م [إدسبر دكن اح مح نر 


حيث (71 ,1 ,) هى الاحداثيات فى النظام # نز عد لنقطة الأصل الجديدة , 
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تمارين ؟ ١‏ 
٠١‏ - ارمم نظام إحداثيات يد بمى وحدد مواقم النقط الى إحدائياها هى : 


(1) بروج 2ص) دجب ج) ةيم (د) به 

(ه) كه,ة- ,2-) (4)0-,2,3-) (ز) 4-,3-,2) (ع) (4-,3ق- 

5 (0,2.0) (ى) 2-..0,0) (ك) 20,2 (ل) ‏ 0,02 
؟ دارم المتجهات الثالية حرث تكون نقطة بداياتهم عند نقطة الأصل : 

(1) وم- (#) ,ةل ديو (©) رو رك-) در 

(ه)2- 0-6 (ه) 20 ديو و) (8- ,0 حم 

(ز) 2.3.4 - (ع) 002 حور (ط) 2- .0,0 دود 
م - أوجد مركبات المتجهاث الى نقطة البداية للها يط ونقطة اللهاية لها وم 

)ع( (8 ,2)دط ب( ,ق)رط (ب) 0,0يم,2- ,يم 

( ج) (3-,7- ,8)ي2 ,(8 ,5 ,6)رم (د) 8,7,4-)ي2 ,(0 ,0 ,0)رم 


- أوجد متجها تكون نقطة بدايته (4 ,1 - ,2)2 وله نفس الاتجاه مثل المتجه (3- ,6 ,7) د ؟. 
ه - أوجد متجهاً يكون معاكساً فى الاتجاه للمتجه (1 - ,4 ,2 - ) ح ؟ رنقطة نبايته (7-,0 ,2) 0 . 
5 - اعتبر أن (3 ,2 ,1) -ه » (3,1-,2) ع ؟ ء. (1-,2 ,3) - مس . أوجد مركبات 


(1) سدس (ب) ‏ #«3 بعر 0 وه 
(د)70- ناد3 (د) «8-جة3- (و) (م + س-2 


٠7‏ - اعتير أن س 20 هى متجهات مرين ( ١‏ ) . أوجد مركيات المتجه * الذى يحقق أن 


+ 72 جح ور 20-9 


كت اعتبر أن 8 » ”« ع # هى متجهات مرين .)١(‏ أو جد الأعداد القياسية وه 


بحيث يكون 
(2- ,4,14 ع سيم ج وين جسن 
- أثبت أنه لاتوجد أعداد قياسية .م » وم » و© محيث يكون 
(5,0 ,4) 2 (2- ,9 ,4)يء + (1 ,7 ,كاي + (3- ,2 ,)نه 
٠‏ - أوجد كل الأعداد القياسية .م » وم » و6 نحيث يكون 
.(0 ,0 ,0) > (11 ,6 ,تق)وء + (1.3ح ,1)يء + (2,7,8).» 
ال- اعتبر أن م هى النقطة (2- ,2,3) وأن 0-هى النقطة (1 ,4-,7) . 


(1) أوجد منتصف الخط المستقيم الواصل بين هو 0. 
(ب) أوجد النقطة الى تقمم المسافة بنسبة 3/4 من / إلى © . 
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+ - افرض أن نظام الأحداثيان بر يد قد انتقل إلى نظام الأحداثيان “برج الذى نقطة الأصل له “0 
لما الأحداثيان (3-,2) . 
(أ) أوجد الأحداثيان “بر للنقطة ط الى أحداثياها بريد هى (7,5) . 
(ب) أوجد الأحدائيان «زير للنقطة © الى إحداثياها “بر '# هى (3,6-) . 
( ج) ارسم محاور الأحداثيان برد و “يز'ب وحدد موقع النقطتين م ٠»‏ © . 

١‏ - افرض أن نظام الإحداثيات #بزعر قد انتقل إلى نظام الاحداثيات 2 'بزثير 
اعتبر أن ” أى متجه له المر كبات (و2 ,ون رون) 2 7 فى النظام 2 برع . 
أثبت أن 7 له نفس المركبات ف النظام “تبتر . 

+ - أثبت هنسياً أنه إذا كان (ين ررد) - 7 فإن (و٠/‏ ررن/) ح 69 ( اقصر الير هان على الحالة 
0 < 4 المبينة فى شكل م - م . يشمل البرهان الكامل كثيراً من الحالات الى تعتمد على الريبع 
الذى يقع فيه المتجه وعلى إشارة # ) . 


»؟ ‏ ؟ مقياس المتجه ٠.‏ حساب المتجهات ( العمليات الحسابية للمتجهات ) 


فى هذا القسم نوجد القواعد الأساسية لحساب المتجهات 


نظرية ١‏ : 
إذا كان قاء 7 » » متجهات فى فضاء ثنائى أو ثلائى و كان م و /م عددين قياسيين » فإن العلاقات 
التالية تكون متحققة . 

)غ0( + مح ورد نس 
(ب) (« + م بدن داس ل رو لدان) 
(©6 ن ع ن + 0 ع 0 ل دن 
رد 0 > رزس-) دنا 
)ه( سزاغ) ع رسام 
© م جد م4 ح زو ع ن)غ 
زن) دا ع مم دوز جداع) 
© نا د 10 


قبل مناقشة البر هان نلاحظ أننا قدمنا طريقتين لدراسة المتجهات : طريقة هندسية وتمثل فيها المتجهات 
كأسهم أو كخطوط مستقيمة متجهة © وطريقة تحليلية . وتمثل فها المتجهات كأزواج أو كثلاثيات من 
الأعداد تسمى يمركبات . و كنتيجة لهذا فإن نظرية ( ١‏ ) بمكن أن تثبت إما هندسياً وإما تحليلياً . و لتوضيح 
هذا سوف نثبت الجزء (ب) بالطريقتين . وسوف ترك بقية البراهين كتمرينات , 
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إثبات الجزء (ب) ( تحليلياً ) . سنعطلى البر هان فى حالة المتجهات ف الفضاء الثلاثى . ويكون البرهان فى 
الفضاء القناف مماثلا . إذا كان (ومة روف ررعة) حت ها ء (ون رونا ررد) > ٠#‏ > زولا روها ,) ح ع فإن 


(وناا و1 بنن0) + [(وظ روظ بوه) + (ولا رولا .0ه)] ح وو زو + ن) 
(وثاا وول ووا) + (و0 + ولا رون ع يغ وو + 1لة) عد 
(وض + [وه + ون] روش + [يه + ونن] ررس + [ره + ونن]) - 
(لوطد + وم] + وك ر[وس + وه] + ونا رلا + رس] + يب - 
زولا + ونا روط + يا روط ع رص) + (وغا رونا ورلا) د 


ل 2 0 2 
إثبات الجزء (ب) ( هندسياً ) . اعتبر أن » » * ء « تمثل بالمتجهات 20 ء 0# » 255 كا هو مبين فى 
شكل #م- ٠١‏ . فيكون 8 
5 - (م + ,)دن و 098 عدسوبو 
وأيضا 55 دس + + مم ع فظ5 عدربدن 
وإذن # « +( + س)- رس + مدن 


يسمى طول المتجه 7 عادة بمقهاس ؟ ويرمز له بالرمز || 7|| . ينتج من نظرية فيغاغورث أن مقياس 
المتجه (ينا ,وذا) - 7 فى الفضاء الثنائى هو 


5 زل. > إزو| 


زد + 0 


5 
( أنظر شكل م - ١5١‏ أ) . اعتبر أن ( ونا ,ين ,رن) - 7« معجه فى الغضاء الثلانى . باستخدام 
شكل م - ١5‏ ب و بتطبيق نظرية فيثاغورث مرتين نحصل على 
تمصع + دهم - إزم| 
8(7) + 05(2) + :(00) - 
ش دن + ون + 2م د 


وإذث 
0310 5م + و + تي - إزو 
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إذا كانت زر رو بتد)رظ و (وة روز روندكوظ تقطنين فى الفضاء الثلاق فإن المساقة 4 بيئهما 
تكون مقياس المتجه 72ر5 ( شكل م - ١‏ ) . وحيث أن 


[ن# حب 
فينتج من (3.1) أن 


وقاوزز - ولرووعز - ج8) ح ورور 


20 ص2) + ري - وتر) + 3 - 007 هغ 


(فكل م-١1)‏ 


22 رولا ,و2) و 


7 لت بالد بك رص* 


(شكل ٠١-؟١)‏ 
بالمثل إذا كانت (وط ,,«)رص و (وط,و*«)وط نقطتين فى الفضاء الثنائى فإن المسافة بيهما تعطى 
بالقاعدة 
“زر - ور) + *(» - يمال - 4 
شال (4): 


مقياس المتجه (1 ,2 ,3-) -؟ هو 


ب ع 


الي د 1(2) + *(2) ع *زقد )ني > |« 


المسافة 4 بين النقطتين (5- ,1- ,2)يرم و (3,1- ,4)رم هى 


1ل - هفل - 5(7 + ]) + 7( + 3-) + :(2 - 4ن - 4 


تمارين ؟ ل ؟ 


١ 


احسب مقياس 7 إذا كان 
() #4رمعم (ب) 7لاس)عمو 2) ديم دو 
(د) ابل عو (م) 8,74-) دم (و) 9,0,0 -؟م 


احسب المساقة بين يطو ور 


)ع( (6 ,هارم ,(3 ,)رم (ب) (3- ,0رط ,(2,7-)رم 
(ج)(1,0- ,6حا)يم ,(2 ,4- بقارم 2 (د)(7.3- ,قرت ,)يم 


اعتبر أن (2 ,3- ,1) جه ؛ (1,1,0) - و ) (4- ,2,2) عم . أو 

لق احخس. رب) العز + رس ) عله + اس 
ظ للق 
أوجد جميع الكنيات القياسية / محيث يكون 3 > || 37 || حيث (1,2,4) - و ٠‏ 


(د) الس« 5 -ست|ا (ه) 


حقق الأجزاء (ب) » (ه) » (و) » (ز )من نظرية ١‏ إذا كان 
(3,7- ,1) عدن (6,6,9) 2 09 (2 ,1 ,8-) عد ان 3- د 4/4 6عدر 


أثبت أنه إذا كان ” غير صفرى فإن مقياس 1 هر 1 
او 
استخدم تمرين 5 لإيجاد متجه مقياسه 1 وله نفس اتجاه (1 ,1 ,1) 2ت ١‏ . 


اعتبر (20 ,ولا ,و*) ح مع و (2 ,لز ,*#) ح ب . صف فئة جميع النقط (2 ,2 ,#) الى 
تحقق 1ح |زومم- سززل, 


أثبت هندسيا أنه إذا كان ها ؟ متجهين فى الفضاء الثناق أو العلائى فإن | ؛ || + |] نه || ك || وها ل _ 
أثبت الأجزاء (أ) » ( ج) » (ه) من نظرية ١‏ تخليليا . 
أثبت الأجزاء ( د ) » (ز ) » (ح ) من نظرية ١‏ تحليلياً . 
أثبت الجزء ( و ) من نظرية ١‏ هندسيا . 


ل الجبر الخطى 


؟ ؟ الضرب القياسى ‏ المساقط 

نقدم فى هذا القمم نوعاً من أنواع ضرب المتجهات ف الفضاء الثناق والفضاء الثلاثى . ونبر هن المواص 
الحسابية لهذا الضر ب و نعطى بعض التطبيقات . 

اعتبر أن ها ء * متجهين غير صفريين ف الفضاء الثنائى أو الفضاء الثلاثى » وافتر ض أن هذين المتجهين 
قد وضعا بحيث ننطبق نقطتا البداية لهما . نعتى بالزاوية بين هاو ١‏ الزاوية 0 المحددة من #8 و 7 والى 
تحفق « 05805 (شكل م0-١١).‏ 


0 لم 
' 7 م إن 
١ 7 - 0‏ 
0 لمبدتحسه 
(فكل م-١1)‏ 
تعريف : إذا كان هن » ؟ متجهين فى الفضاء الثناق أو الفضاء الثلاى و كانت © هى الزارية بين هو ١‏ 
فإن الفمر ب القيامى أو الفضر ب الداخل الأقليدى ”00 يعرف بواسطة 
إذا كان 0 عو بأ م 0 كديا ,0 605 نذا 5 
0 7لا 


0 ع رار 0 دن : 
مال (6): 


كا هو مبين فى شكل م - ١4‏ » الزاوية بين المتجهين (1 ,0 ,0) ح هاو (2,2 ,0) > 7 تكون 
“4 . لذلك 


3 6 (22 + 22 + 02ل)12 + 02 + تقل - وده زج إأس] د عنس 


(فكل ؟-١)‏ 
ل 


أعتير (ولة رول رولة) > فا و (ول رونا رول ح ؟ أى متجهين غير صفريين . إذا كانت 0 . كافى 
شكل م ٠١‏ » هى الزأوية بين هه » ٠‏ فإن قانون جيب القام يعلى 


62 0 هه زلور اسه - خزلسزا ج مس - روم 
حيث أن ها - ٠‏ - 70 فيمكن إمادة كتابة (3.2) كايل : 

1 خا» - مز - تزسر + زس)ة - مهمه إل« إلسرا 

يى 


كام - مز - اس + تاس[)؟ دجنس 


بإجراء التعويضات الآنية : 
ومع وم + رم ع 2« وس+ يب + كه - إس| 


“لون ع وم) + لين ع ون) + لزن ح رم) ع :إن - | 
نحصل بعد الاختصار عل 
)3.3( وموم + ونولة + ضرم ح اننا 
إذا كان (ده رو») - ه ٠»‏ (ون ,ون) ح ؟ متجهين فى الفضاء الثنائى » فإن الصيغة المائلة الصيغة 
(3.3) تكون 


ونرلا + ولا عد دلا 


(ونا رونا زنا) 2 


(و0 رون رزن) © 9ه 
و 


شال(5): 
اعتبر المتجهين 
كت 7 لك 


أوجد ؟ ٠ك‏ وحدد الزاوية 0 بين ه و # . 


الحل: 


5 تت (1()2) + (1()1سع) ماك (2()1) ح وناواا + وثاولا + 101ا)) - 17٠لا‏ 
أيضا تل > ||١||‏ - ||س] 2 ء لذلكفإن 


نك يو تسح د لش د هه 
2 ق6لمن ا"ااس| 0 
وإذن "60 - 0 
مثال(07): 

أوجد الزاوية بين قطر المكعب وبين أى حرف من أحرف المكعب . 


الحل : اعتبر أن » هو طول حرف المكعب ثم ادخل نظام إحدائيات كا هو مبين فى شكل 8١-7‏ . 


(شكل ١-١؟)‏ 


إذا اعتبر نا أن (0,0,#) ديس » (0 ,6 ,0) ع يس ٠»‏ (2 ,0 ,0) ع ونس فإن المتجه 
ونا + ون + رن ع انا )) - ل 
يكون قطر المكعب . تحقق الزاوية © بين 4 وبين الحرف ل أن 
. 0 8 0 0 عل 
تب (تكتي)م) فزااسا 


ع 0 وم 
وإذن 


'5444 بح 6 ' وه -<0 
5 


ذل 


تبين النظرية التالية كيف أن الضرب القياسى بمكن استخدامه للحصول على معلومات عن الزاوية بين 
متجهين وتعطى أيضاً علاقة هامة بين المقياس و بين الضر ب المقياسى . 


نظرية ١‏ : 
اعتبر أن 8 ء * متجهان فى فضاء ثنائق أو فضاء ثلاثى . 
() 2|«| - ١١م‏ ى أن منرو م د [لوز| 
(ب) إذا كان ها » ؟ متجهين غير صفريين و كانت © هى الزاوية بيئهما فإن 
8 حادة ‏ إذاوفقط إذا كانت 0< 9٠س‏ . 
0 منفرجة إذا وفقط إذا كان 0> «٠ط.‏ 
2 - 6 إذاونتط إذا كان 0 - ونس . 


الإثبسات : 


(1) حيث أن الزاوية 8 بين 767 هى صفر فيكون 
“لاما - مكمه “إز«] - 0 ذمه أزو| زاو| تددم 
(ب)حيث أن 0< الها ٠‏ 0<|إمل وأيضا 0 دده ||«| |[س] -ار١ن‏ 
إذن 8١ ١‏ له نفس الإشارة مثل © 005 . وحيث أن 0 تحقق أن > 0 ك 0 فإن الزاوية 0 تكون حادة 
إذا وفقط إذا كان 0 < 0 08© » وتكون 0 منفرجة إذا وفقط إذا كان 0 > 0 608 » وتكون2/2 ع 0 
إذا وفقط إذا كان 0 ح 0806© . 
مشل(8): 
إذا كان 00 3 2 2 ,3.4 -) دو ء (3,6,3) ح و فإن 
- (3()2) + (2()4 -) + (3-)(1) عد و٠ن‏ 
21 - ا + (4()6) + (3()3-) سيم 
0 - (3()3) + (2()6 -) + (1()3) عا ردس 
لذلك فإن هاء ؟ تصنعان زاوية منفرجة ٠‏ “«اء 7# تصنمان زاوية حادة ويكون ف » ” متعامدين . 
نشمل النظرية التالية الحواص الحسابية الأساسية للضر ب القيامى . 
نطرية # : إذا كان ه » وء » متجهات فى فضاء ثنا أو فضاء ثلاثى و كان / عدداً قياسياً فإن 


)0غ( لابرد رونن 
ب 2ل ل 0ل ح زور ل )بن 
0 () ١س‏ ح ١٠‏ سه) دح رورعز 


(د) 0 019 - ١١‏ بلج 0ع وز 0 < و١‏ 


الإثبات : سنثبت ( ج ) المتجهات ف الفضاء الثلاثى وتثر ك بقية الإثباتات كتمرينات . 
اعتير (ولة وول ون)ة) حلا و (ونا رونا رر) - م » فيكون 
(وناولا ع وناولا + 101 )عط ع (؟ ١‏ اا 
ومزوا) + وسزوي) + رصزريها) ع 
)د 
8 (ط) عنس ع رعسم 
بالمثل 
اعادا على الجزء (ب) من نظرية ؟ » فإننا نعرف أن المتجهين ها ء « متعامدان ( ويكتب ١(‏ 1 «ا) 
إذا كان 0 ح « ٠ه‏ . 'إذا اتفقنا أن المتجه الصفرى يصنع زاوية 02 مع أى متجه » فيكون أى متجهين 
متعامدين إذا وفقط إذا كانا هندسياً متعامدين . 


ويستفاد من الضرب القيامى ف المسائل الى يكون فيها من المستحب تحليل المتجه إلى مجموع متجهين 
عموديين . إذا كان هس » ٠‏ متجهين غير صفريين فى فضاء ثنائى أو ثلاثى » فيمكن دائماً كتابة ها على الصورة 
8 + 30 حدانا 


حيث :” مضاعف قياسى للمتجه ٠‏ و د« عمودى على ” ( شكل '. 7١٠١‏ ) . يسمى المتجه .” بالمسقط 
العمودى للمتجه قا على ” ويسمى المتجه 82 بمركبة نا العمودية على 38 . 


( شكل م -؟) 


.مكن الحصول عل المتجهين :77 ٠‏ 2« كا يل . حيث أن .” مضاعف قياسى للمتجه 7 فيمكن كتابته 
على الصورة +60 ع ,#» وإذن 
)3.4( و8 + بوم ع ارو + ىر ع نا 
بضرب كل من طرق (3.4) فى 7 وباستخدام نظريى ١‏ و م نحصل عل 
نيس + تإزر|) ع١‏ رزيس + ه) درنس 
وحيث أن د» عمودى على « » فيكون 0 -ع ” ٠‏ #2 وإذن هذه المعادلة تعطى 
ةل 


لاك 
نذا 


وحيث أن 9 ح يم فتحصل على 
المسقط العمودى للمتجه 8ا على ؟ هو 


وبحل و« + يس عه بالنسبة إلى د» نحصل على 


مركبة هن الممودية على ٠‏ هى درم 


مثال (ة) : 
اعتبر المعجهين 
(1,3- ,2) دن و (1.2-,4) -<و 
حيث أن 
5 - (3()2) + (1-)(1-) + (2()4) د و٠س‏ 
وأيضا 


1ه - 22 + 12) + ته د زو 


فيكون المسقط العمودى للمتجه © على ٠”‏ هو 
فخ - 1,2 ,4 2 د عونم درم 
و مركبة المتجه © العمودية على ؟ هى 


111 2- 6- 0 5- 20 
لاش كو) - ( ت 4 ) - سهد مدمع» 


والتأكد قد يرغب القارىء أن يتحقق من أن ي”» >مودى على ؟ بإثبات إن 0 ص م . ير« . 


تمارين ؟ - ؟ 
١‏ - أوجد «١ه‏ لكل من 
ابلق 9- ,6 - 0,2 عه (ب) بن د ورة-,7- 


,7-) ددس 
(ك) 2- ,2- ,8) د 3,7(,97- ,1) عه (د ) (5- ,2 ,4) > 2,9 ,3,1 -) دس 


؟ - فى كل جزء من كمرين ( ١‏ ) » أوجد جيب تمام الزاوية 8 بين 8 » « . 
م« ب حدد ما إذا كان قا ء ؟ يصنعان زاوية حادة أو زاوية منفرجة أو متعامدين 
) -؟ ) د (ب) (60- ,4,0) - 3(,9 ,1 ,6) حا 
(ج) (1,0,0-) > 1,115 ,1) دس ( د ) (3,0,2-) > ؟(6 ,1 ,4) ده 


يذل 


ع - أوجد المسقط العمودى للمتجه ها على « إذا كان 


() 32-) وه دهم (بس) (9,3و-)- 6,9 عه 
(ج) (5,0,1) > 7,1,3(9-) دم (د) 8,3,4) ع ؟ ,1 ,0 ,0) ع ١م‏ 


ه - فى كل جزء من كمرين ( 4 ) أوجد مركبة 8 العمودية على  *‏ 
1 - حقق نظرية م عندما (2 ,1-,6 ) جد سداء (2,7,4) و2 5- - ٠64‏ 
٠‏ - أوجد متجهين مقياسبما هو 1 بحيث يكونان عموديين على (2-,3) . 


م - اعتر أن (1,2) دسء (2-,4) د وء (6,0) - سم . أوجد 
ارلسع صم جلإمساس ‏ صعسمماس ‏ رمم« واس 
- فسر لاذا تعتبر كل من الصيغ التالية غير ذات معني . 
20007 (ب) «+ونهمس )ادس (د) جسم 
٠‏ - استخدم المتجهات لإبحاد جيوب مام الزوايا الداخلية للمثلث الذى رؤوسه (1,0-) »© 
(2,1-) ء (1,4) 
- أثيبت المتطابقة 
+ #إساة - ةزإء - سا + *اد + سا 
؟١‏ - أثبت المتطابقة 
تاد سا - تزجع سو د عدم 
مرب أوجد الزاوية بين قطر المكعمب ووجه المكعب . 
4 - جيوب المّام الاتجاهية للمتجه و فى الفضاء الثلاق هى الاعداد » 008 » 005/8 2 7 005 حيث 
»ءمق8ء.7؟ هى الزوايا بين ” وبين محاور »دا ء بروج الموجبة . أثبت أنه إذا 
كان (6 ,6,ه) عو فإن فى 827+ تهلل/ه ووم أوجد 26058 57م . 
ه- أثبت أنه إذا كان « عمودياً على ,”ا ء ير" فإن « عمودى على ني« يي + يو لأى أعداد 
قياسية ,#6 ٠‏ ي# . 
اعتبر أن هوء ” أى متجهين غير صفريين ف الفضاء الثنائى أو الغلا . إذا كان || س || - 6م » 
|| ؟ | - / ء فأثبت أن المتجه 


زط + ا" 


بغ" 


ينصف الزاوية بين قاء 1 . 


١١4 


؟ ‏ 4 الضرب الاتجاهى 
فى كثير من تطبيقات المتجهات فى مسائل الطندسة و الطبيعة و العلوم المندسية يكون من المفيد تكوين متجه 
فى الفضاء الثلاث بحيث يكون عمودياً على متجهين معطيين . نقدم فى هذا القسم نوعاً من أنواع ضرب المتجهات 
ييسر هذا التكوين . 
تعريف : إذا كان (ونة ريل ررلة) - ها ء ( ونا رونا رونا ) ح « متجهين فى الفضاء الثلاثى فإن 
الفر ب الاتجاهى « 6 3ا يكون هو المتجه المعرف بواسطة 


(رقون ع ونا را ولول حت وناولا رولا جد وكاو /)) - 8 كا انا 
أو بصورة المحددات 


3.5 ( كت 1-9 
و اوم 


ملحوظة : يوجد رمم للصيغة 5 يكون مفيداً للتذكرة . إذا كونا المصفوفة من النوع 203 
ل ل 
و 22 2 
حيث تكون مكونات الصف الأول هى مركبات العامل الأول 8ه ومكونات الصف الثانى هى مركبات العامل 


الثانى ؟ فيمكن الحصول على المركبة الأولى من 7 7 ها بحذف العمود الأول من المصفوفة » ومحدد المركبة 
الثانية حذف العمود الثانى من المصفوفة » ومحدد المركبة الثالثة حذف العمود الثالث من المصفوفة . 


لل ال وام 12 


0 


ولط 11 
|0 


1 12 


:)٠١(لاغثم‎ 


أوجد بوك ه احيث (2-,1,2) عدساء (3,0,1) دو , 


1 - 2 

1 0 3 
2 ادك . الى دك خم وين 
0 13 3 1 160 


- )2, -7,-6( 


الحل: 


بيًا يكون الضرب القياسى لمتجهين هو عدد قيامى فإن الضرب الاتجاهى يكون متجهاً آخر . تعطى 
ألنظرية التالية علاقة هامة بين الضر ب القيامى والضرب الاتجاهى وتبين أيضا أن ؟ كا هه يكون عمودياً على 
كل من ها « . 


نظرية 6 : إذا كان هاء ؟ متجهين فى الفضاء الثلاق فإن 


(!) 0د رم كانه [؟“ات حمودى عل 0] 
(ب) 0ع (؟ م١٠‏ [س عموردى عل ؟] 
بجع 2ص ٠م‏ - ةزع لا+ ةلس ع تاعاسل [ متطابقة لاجرانج ] 


البرهات واعتير أت (ولة ريل ريم) > 8ه ء (و0 رونا ررن) د 9 . 
() (رناولا ح- ونقينا رول ولا - رناولا ووناولة - وناولة) * زولا رولا ,)نا) ع (9 ؟ا ا) ١لا‏ 


(رصين - ضقاون + (وق ونا ع رنولنارلا + (ونولا - و0جل1)رلة ع 


(ب) بالمعل كافى (1) 
)2 حيث أن 
 )3.6(‏ 2(رضين ع يشقرن) + “(وصين ع رصون) + “لوصوب - وصوب) ح 2|إ؟ »ا س(| 
وأيض] ْ 
ترس - 2«( “اس 
(3.7) 2(وسون + رصين + رصرن) - (تون + شين + خرن) تون + تر + تن) ع 
يمكن إثبات متطابقة لاجرانج بإجراء عمليات الضرب فى الطرف الأيمن . بكل من (3.6) ؛ (3.7) 
والتحقق من تساوى الناتجين . 
مفال(١١)‏ : 
اعتير المتجهين 
(2-,1,2) ده م 3,0,1 -<و 
بيناى مشال )٠١(‏ أن : 
(7-6-,2) ح لا ادا 
حيث أن 
0 > (6-)(2-) + (7-)2) + (1()2) ح زو عا )نس 
وأيضاً 
0 > (6-)(1) + (7-)(0) + (3()2) ع زع »ا س١‏ 
فيكون 7 87 عمودياً على كل من 8 ء ”* كا هو مكفول بنظرية © . 
تغمل النظرية التالية اللفواص الحسابية الآساسية للضرب الاتجاهى . 


كلل 


نظرية ه : إذا كان ل ء «اء #* أى ثلاثة معجهات فى الفضاء الثلاى و 2 أى عدد قيامى فإن 

غ2 (ن >« 9س ح مو عا نر 

(ب) (* كا س) + ( »ا س) ع زوج م كان 

(ج) (# ع م ل (م كد ن) ح ور عا زم لجان 

(د) 6) <ا ها ح 9< (ن) ع زر كا سا 

م 0 عن *ا 0 ح- 0 كابر 

)و 0 < سعان 

تنتج البر اهين مباشرة من الصيغة (3.5) ومن خواص المحددات ٠‏ فثلا » (] ) يمكن أن تثبت كا يلى: 

الإثبات : (أ) بتبادل ه » ” فى (3.5) يتبادل الصفان فى كل من النحددات الثلاثة الموجودة 
بالطرف الايمن من (3.5) » ومنثم تتغير إشارة كل مركبة من الضرب الاتجاهى » وعليه فإن 
(س »ا 6 لص راس 

ترك براهين بقية الأجزاء كيارين . 
شال(١١):‏ 

اعتبر المتجهات 

(0,0,1) -ط1 (0,1,0) ل (1.0,0)-1 

كل من هذه المتجهات طوله 1 وهى تقع على محاور الأحداثيات ( شكل + - 78 ) وتسمى هذه المتجهات 
بمتجهات الوحدة القياسية فى الفضاء الثلاى . ويمكن التعبير عن كل متجه (ونا ,ونا وون) 2 ١‏ ف الفضاء 
الثلاث بدلالة ؤ ء ف » عط حيث أنه يمكننا أن نكتب 

لوه + زيم + قرم > (! ,0 ,0)يه + (1,0 ,0)يت + (0 ,0 بات > لوه بوه رره) عاو 
فثلا 


عله + و3 - 20 ح ره ,3- ,2) 


من (3.5) نحصل عللى 


0 1] 0 1 0 0 
ا - 0 1 
1 0 8 ل ' 1 / 1 ( 0 


ومن السهل على القارىء الحصول عل النتائج التالية : 
0 عط »اع - ز »ا زرح ز عراز 
(-زباط 1١‏ - ط <ا ل بط د زكا 
ز دعا »ع1 أ زعاط ل ع ط عار 
يساعد الر سم التالى ى تذ كر هذه النتائج 
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3 


0 عط 


بال جوع إلى هذا الرسم فإن حاصل الضر ب الاتجاهى لمتجهين متتاليين فى اتجاه عقارب الساعة يكون هوالمتجه 
التالى فى الدائرة » ويكون حاصل الضر ب الاتجاهى لمتجهين متتاليين فى اتجحاه عكس عقار ب الساعة هو المتجه 
العالى فى الدائرة بإشارة سالية . 


وجدير بالذكر أن الضر ب الاتجاهى بمكن أن بمثل رمزياً على صورة المحدد من النوع 3 6< 3 


براه" "| راذا 8 1 د رربي سو كوي 
ا و 81 و 2 وك او اكه 
فثلا إذا كان (2-,1,2) حدس ء (3,0,1) حو فإن 
ئ 0 1 
61 -[7 --2 - 2 2 1 كان 
1 0 3 


وهو مايتفق مع النقيجة الى حصلنا عليها فى مثال ٠١‏ . 

تحذير : بوجه عام ليس من الصحيح أن 0 ال ا اللككاح 
0 ع 0 1 - (زر» [) >1 

وأيضاً 0 (ا * [) زعا طط ع ؤ< رو »« () 

وإذن ز(* زا 0 * (ل» [) »1 


1١1 


نعم من نظرية ه أن + كان عمودى على كل من لاء ”7 . إذا كان ها« متجهين غير صفريين 
فيمكن إثبات أن اتجاه « كا هه يمكن تحديده باستخدام قاعدة اليد الينى التاليةء ( شكل م - 4م ). 
اعتير م هى الزاوية بين هه » ” وافتر ض أن نا قد دار زاوية مقدارها 0 حتى انطبق على « . إذا ضمت أصابع 
اليه اللمنى حيث تشير إلى اتجاه الدو ران فإن الأبهام محدد ( تقريباً ) اتجاه ؟ ا نه 


7 اها 44 <0!| 


( شكلم - ؛؟ ) 
قد نيحد القارىء أنه من المفيد اختبار هذه القاعدة »#واصل الضرب 
زدذهاير [1دياعاز #ادإناة 
الى نوقشت فى مفال "1 + 
إذا كان نا » ؟ متجهين غير صفريين فى الفضاء الثلاثى فإن مقياس “ 6 ا له تفسير هندسى مفيد . 
تنص متطابقة لاجرائج المعطاة فى نظرية ( 4 ) على أن 
(3.8) لسع - 3ن« “اس - *زإى »د سل 
إذا كانت 0 ترمز إلى الزاوية بين س ء « فإذ 0 وهه ||١||‏ ||س|| - ٠٠نس‏ وإذن يمكن إعادة 
كتابة (3.8) على الصورة 
م عممه خززو “لاس - تلد تاس د خلد »دسا 
0 2همه - 1) *إأ«| *الس] - 
0خمنه ١‏ “سا - 
ومنها 
(39) 


ف عه زد اس > ||ذت» سا 


() تذكر أنئا اتفقنا على اعتبار انظمة احداثياتاليد اليمنى فى هذا المرجع . لو كنا استخدمنا أنظية 
أليد اليسرى بدلا منها لوجب استخدام قامدة اليد اليسرى هنا ٠‏ 


ودال 


ولكن © هزة || ”|| هو ارتفاع متوازى الأضلاع المحدد من باء“” ( شكل م - 0؟ ). من (3.9) 
تعطى المساحة 4 لمتوازى الأضلاع هذا بالقاعدة 


4 - ( القاصدة ) ( الارتفاع ) - 0 مله ١|‏ إلس| > إل« »د س| 
وبعبارة أخرى فإن مقياس 7 7 نا يساوى مساحة متوازى الأضلاع المحدد من هاء 9 


(شكل - ها 


6 صله زلا 


ادا 
مشال(*١):‏ 
أوجد «ساحة المثلث المحدد بالنقط (0 ,2 ,2) ير ء (2 ,0 ,1 - )يم و (3 ,4 ,0) وص . 


الحل : ساحة المثلث 4 هى نصف مساحة متوازى الأضلاع لمحدد بالمتجهين 5,2 و ور 
(شكل 8-١‏ م). 


باستخدام الطريقة الى نوقشت فى مال ( ؟ ) من القمم ( * - ١‏ ) يكون (2 ,2- ,3-) - ور ؛ 
(2,2,3-) > وقرط » وينتج أن 


(10- ,5 ,10-) ع وظرظ »ا وقرط 
وبالتالى فإن 


- (4)15 > |إوقر »ا وقرهااغ - 4 


(3 ,4 ,0)يط 


(شكل م - 5م) 
(2,2,0)ب2 
115 


فى البداية قد عرفنا المتجه بأنه جزء من خط مستقيم أو سهم له اتجاه فى فضاء ثنائى أو فضاء ثلا » 
ثم أدخلنا بعد ذلك أنظمة الإحداثيات والمركبات لتبسيط العمليات المسابية للمعجهات . لذلك فللمتجه « وجود 
رياضى » بغض النظر عن إدخال نظام إحداثيات . بالإضافة إلى ذلك فإن مركبات متجه لا تحدد من المتجه 
بمفر ده » ولكنها تعتمد أيضاً على نظام الإحداثيات امختار . فثلا فى شكل م - لام قد أشرنا إلى متجه 
ثابت ١‏ ف المستوى وإلى نظاى إحداثيات مختلفين . مركبتا المتجه « فى نظام الأحداثيات بريد هما (1 ,1) 
وق النظام “تركير هنا (2,0/ن) 


وهذا يثير سؤالا هاما حول تعريفنا للضرب الاتجاهى . حيث أثنا قا عرفنا الضر ب الاتجاهى + ا نه 
بدلآلةا مركنات. هه + ٠“‏ .وحيت. أن هذه المركبات تعتمد على نظام الإحداثيات امختار فقد خيل لنا أنه من 
الممكن أن يكون لمتجهين ثابتين د . ١‏ حواصل ضرب اتجاهى مختلفة فى أنظمة الإحداثيات المختلفة , 
لسن الحظ أن هذا لا يحدث . لإثبات ذلك نحتاج فقط إلى تذكر أن : 

)١(‏ 9 كاس عمودعل كل من ناء و ء» 


)١(‏ حدد اتجاه ٠‏ ان باستخدام قاعدة اليد الى 


م مم أل« زاس| > دك »دس 


0 


ش (شكل 6 


تحدد ماما هذه الحواص الثلاثة المتجه « كا هواء تحدد الخاصيتان ٠ )١(‏ (0) الاتجاه و تحدد الخاصية 
(6) الطول . حيث أن هذه المواص تعتمد فقط على الطول والموقع النسرى للمتجهين ها ء ١‏ ولا تعتمد 
على نظام إحداثيات اليد المى الخاص الذى يستخدم فان المتجه « كا ن سيبى بدون تغيير إذا أدخلنا نظام 
إحداثيات يد يمى تلف . توصف هذه الحقيقة بالنص على أن تعريف « كا نا لا يعتمد على الإحدائيات . 
وتعتبر هذه النتيجة مهمة للفيزيائيين والمهندسين الذين يتعاملون عادة مع الكثير من أنظمة الاحداثيات فى 
المسألة الوااحدة . 


مثال )١84(‏ : 
اعتبر متجهين متعامدين هاء « طول كل مهما 1 ( كا هو مبين فى شكل بم مم أ) . إذا 


أدغلنا نظام إحداثيات جنزعر كاهو مبين فى شكل م س لم ب فإن 


0,0,0 دن ام > 0,1,0 دو 
وإذن : 
(0,0,1) ددع ع قل ع« 1 ع ور كان 
ومن جهة أخرى إذا أدخلنا نظام إحدائيات “برثي كا هو مبين فى شكل م - م0 ج فإن 
ع > (! ,0,0 دن و 1ع (0,0,) دو 
وإذن 
(0,10) ع زح زعا عا د كان 


ولكن واضح من الشكلين مس هوب » ج أن المتجه ( 1 ,0, ,0 ) فق النظام تنزعد هو نفسه 
المنجه (0 ,1 ,0) ف النظام “ج "بر “ب . إذن نحصل على نفس المتجه « 6< فج إذا حسبنا باحداثيات النظام 
0 أو باحداثيات النظام “2 “برام , 


تمارين ؟" ل 4 
- اعتير (1,3- ,2) ست هء (1,7 ,0) دوع (1,4,5) 2« احسب 
ف 3 ا (9 اانا 
)0( - 7 كان 


1١ 
)ع0( كالو ١ب (« > 0 كان‎ 
(د) 30 0*5« زر كاس) (د) 0-29 عن‎ 


١ك‎ 


لا 


5 


أو جد فى كل جزء متجها عموديا على كل من ل ء 7 


(!) كوس عه (التجس)دن 
(ب) 20,2 دع لالد )دن 


أوجد فى كل جزء مساحة المثلث الذى رؤوسه ,2 ,2,0 


(1) ,3ه 0000.0 2 5ص لاط 
(ب)  80.2.9(‏ (0)0,4.5 (3- 20م 


حقق نظرية ؛ للمتجهين (6 ,5 - ,1) ح ناو (2,1,2) - 9 , 
حقق نظرية ه عندما (1- ,2,0) د ين (4 ,7 ,6) 2 وى (1 ,1 ,1) ع 9 3- د /, 
ما هو الطأ فق التعيير 8 6< ؟ كان ؟ 


اعت ( 1,3,2 - )عدص . (1-,1,! ) حس. أوجد جميع المتجهات « الى 
تحفق برح ير ع يا 


أعتير (وك روك ,نك#) حت ها ء (وط روط ررن) عد بو (وسر ولا ررس) س بو أثيت أن 
وكا اول ارلا 
و او" اع" | ع (ووعا )دنا 
000 ال اننا 


استخدم نتيجة ممرين م لحساب ( 8 << 9 ) .ف عندما (7 ,4 ,1 -) حديرء (37,3-,6) دو 
4,00 حو , 


اعتير 88 و 8 متجهين بحيث تشكون مركباتمما فى النظام #بزير لشكل م - م١‏ هى 
(0,0,1) دس (0,1,0) دس 

(أ) أوجد مركبات صو ه ف النظام “اتير لشكل م سا وو. 

(ب) احسب هك هم باستخدام المركبات فى النظام بزو . 

( ج) احسب ها هر باستخدام المركبات فى النظام “2ر8 . 

(د) أثبت أن المتجهين الذين حصلنا عليهما فى (ب) » ( ج) هما نفس المتجه . 

أثبت المتطابقتين الاتيتين : 

1 كان ع هيلا (وم عدان) 


١ب‏ (2 » انس جح ور رج اا ن) 


١17 


؟١‏ - اعتبر ها و » # متجهات غير صفرية فى الفضاء الثلاق حيث -. يرتبط أى إثنين مهما خطيا . 


ثبت أن : 


)ع0 يقع ( 7 60 كد ف المستوى المحدد من ع" ( بفرض أن المتجهات قد وضاعت حيث 
يكوت لها نفس نقطة البداية ) . 


(ب) يقع « كا (7 6 ل) ف المستوى انحدد من اناء 0 . 


مود أثبت أن 22 - لإ( «١‏ > هج »ا جم) كايو 


[ إرشاه : أثبت أولا النتيجة عندما (0 ,0 ,1) ح ف ح بج ثم عندما (0 ,1 ,0)ح ف ت ب وبعد ذلك 
عندما (0,0,1) ح ا د أخير! أثبت النتيجة لأى متجه إختيارى ( و2 ,2 ,2 ) ح # بكتابة 
اوه + ؤرة + ليت 2 35] . 


, أثبت الحزئين (أ) » (ب) من نظرية م‎ - ١4 
. 6 أثبت الحرئين ( ج) » ( د) من نظرية‎ - ٠١٠ 


كد أثبت الحرئين ( ه) » ( و) من نظرية ٠‏ . 


؟ اه المستقيمات والمستويات فى الفضاء الثلاثى 


5 هذا القسم سوف نستخدم المتجهات لاشتقاق معادلات ااستقمات والمستويات ق الفضاء الثلاق . 
وسوف نستخدم أيضاً هذه المعادلات لحل بعض المسائل الأساسية فى الطندسة , 


ف اهندسة التحليلية المستوية .مكن تحديد المستقيم باعطاء ميله وإحدى نقطه . بالمثل ممكن تحديد المستوى 
فى الفضاء الثلاث باعطاء اتجاهه وإحدى نقطه . ومن الطرق الملامة لوصف الاتجاه هى أن تحدد متجها ( يسمى 
العمودى ) وهو الذى يكون عموديا على المستوى . 


نفرص أنئا نريد معادلة المستوى الذى يمر بالنقطة (م2 ووظر ,م ممم ويكون العمودى له هو المتجه 


غير الصفرى (ع ,5 ,©) ح هم . واضم من شكل م - 4م أن المستوى يتكون بالتحديد من تلك 
النقط (2 ,نز ,ءد)ط الى يكون ها المتجه ,5 عموديا على 8ف أى الى تحقق 


(3.10) 0ع 2نم ١م‏ 


لديل 


حيث أن (20 - 2 ,وبر - بر رن - «) - 2ن فان ( 3.9 ) يممكن إعادة كتابتها على الصورة 
لاق 0- زوه - ماه ل زور - براه + زود - )هن 


ستسمى هذه الصورة بصورة النقطة والعمودى لعادلة المستوى . 


ٌ 


و 


(شكل م«-وم) 


مثال )١٠6(‏ : 
أوجد معادلة المستوى الذى إمر بالنقطة ( 7 ,1- ,3 ) ويكون عموديا على المتجه ( 5 - ,2 ,4 ) -8 


الحل : من (3.11) صورة النقطة والعدودى هى 
7-0 ح بو]ة - (1 جد )2 به (ق ح و4 

باجراء عمليات الضرب وتجميع الحدود يمكن إعادة كتابة (3.11) على الصورة 
(3.12) 0 - 4 عا + نرم + عدن 

حيث م. 85 .م »4 ثوابت وأيضاً م » م8 »م ليست كلها أصفارا . للتوضيح فإن المعادلة 
الموجودة فى مثال ١5‏ بمكن إعادة كتابتها على الصورة 

0 > 25 + وة ‏ بر2 + و4 
كا تبين لنا النظرية التالية فإن كل معادلة على الصورة (3.12) حمثل مستويا فى الفضاء الثلا . 
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نظرية » : إذا كانت م قء م » 4 ثوابت وأيضاً » » ثم » ع ليست كلها أصفارا فإن الشكل 
البيانى للمعادلة : 
0 ع ل عدي عه بر6 + عه 


هو مستوى يكوذ المتجه (© ,8 ,©) ح م عموديا له. 


البر هان : من الفرض © ء. 8 . © ليست كلها أصفارا . نفرض » فى هذه اللحظة » أن 0 ع7 م 
يمكن إعادة كتابة المعادلة 0 2 كك سد م لل نز نل بده على الصورة 0 ح نمس برط -+ (ه/4 حل 4)6. 
و لكنهذه هىصورة النقطة و العمودى اعادلة مستوى بمربا لنقطة (0 ,0, 4/4 - ) وله المتجه (© 0 ,4) - هم 
عموديا عليه . 

إذا كانت 0 ع ه فإنه إما 0 عج م أو 0 كد م ويمكن بتعديل مباشر للبر هان السابق معالحة هذه 
الحالات الأخرى . 


المعادلة (3.12) هى معادلة خطية ى +دء بر » 2 وتسمى الصورة العامة لمعاد المستوى . 
كا أن حلول نظام المعادلات الخطية 


ع برط + عه 
ياد برل دع 


تناظر نقط تقاطم المطين المستقيمين ,م ح بز + هده و و ح برك ل هزه ف المستوى «رعر » 
فان حلول النظام 


ب ع وم + برم + عدن 
(3.13) و) - قر + بره + حك 
وم ع وز + ترم + عاو 


تناظر نقط تقاطع المستويات 
وا ح وة لد بزمط لد يوه روعا ج و سد نزه لد 4ك ءا ح وه ل برا + :زه , 


فى شكل م ت 6 قد أوضهنا بعش الاحتالآات ال مندسية عندما يكون النظام (3.13) له صفر من 
الحلول أو حل واحد أو عدد لا نبال من الحلول . 


نل 


(شكل #ب.م ) : (أ) لا توجد حلول ( ثلاثة مستويات متوازية ) . 
(ب) لا توجد حلول (مستويان متوازيان ) . 
( ج) عدد لا ما من الحلول ( ثلاثة مستويات منطبقة ) . 
( د) عدد لا نا من الحلول ( ثلاثة مستويات متقاطعة فى خط مستقم ) . 
( ه) حل واحد ( ثلاثة مستويات متقاطعة فى نقطة ) 


1١1 


مشال )١١(‏ : 
أوجد معادلة المبتوى اللى مر بالنقط (1 -,2 ,1), ٠‏ (2,3,1)و ؟ (1,2- ,3) وم 
الحل : مما أن النقط الثلاث تقم فى المستوى فإن إحدائياتها يحب أن محقق المعادلة العامة 


المستوى . هذا 
4-0 دم لوهم دع 
0 ع م دم +3 +م2 
0 -4 +ع2 دم و3 
بحل هذا النظام تمحصل عل 
4-4 اورعدم عور دم ا وير دع 


بأعذ 16 - حم مثلا نحصل عل الممادالة المطلوبة 
0 > 52-16 سا بر لط برو 
نلاحظ أن أى اشتيار آخر لقيمة 6 يعطى مضاعفا لذه المعادلة . لذلك فإن أى قيمة 0 عت + تعطى 
المعادلة المطلوية , 


حل آخر : حيث أن (1- ,2 ,1)رط © (2,3,1)رط » (1,2- ,3)رط تقع فى المستوى فإن 
المتجهين (1,1,2) ع يقراس و 3,3(3-,2) - رظ|ض0 يروازيان المستوى ذا فإن 

(5- ,9,1) ع وقرظم بر رقم )0 يكون جموديا على المستوى حيث أنه عمودى على كل من 
ور ع 5,8 من هذا ومن حقيقة أن و تقع فى المستوى فان صورة النقطة والعمودى لمادلة 
المستوى تتكون 
0-0 + م5 - 2 دس + لهو 

أى : 

0 > 52-16 برع برو 

سنبين الآن كيفية الحصول على معادلاث المستقرمات فى الفراخ الثلاق . نفرضص أن / مستقم فى القراغ 
البلاق يمر بالنقطة (20 رمز ,و»#)مم ويوازى لمتجه غير الصفرى ( © ,8 ,4) ح » من الواضح 
(شكل م - ١م)‏ أن / تتكون بالذات من تلك النقط (2 ,نر ,)ص الى يكون ها المتجه توم 


2 


(2 ,لو رمه )2 
(20 3/0 ,30 )20 


(6,نانه) 


( شكل م - وم) 
يرال 


يوازى ” أى الى يوجد ها عدد قياسى م نحيث يكون 
١ )3.14(‏ د نوم 
بمكن كتابة (3.14) بدلالة المركبات كالآق : 


© رطا ,14) > (20 - 2 روبز - نز وو»ا - «) 


ومن هذا ينتج أن 


نسمى هذه المعادلات بالمعادلات البار امثر ية المستقيم / حيث أن المستقيم / يرمم بالنقطة (2 ,بر ,) صر 
إذا تغير البارامتر ( الدليل) م من مه - إلى مه لا . 


مثال )١0(‏ : 
يكون المستقيم المار بالنقطة (3-,1,2) والموازى للمتجه (7- ,5 ,4) - ؟ المعادلات 
البار امكر ية 
4# + 1 د ير 
3# 2:4 عرو عي 6+ > ع > مو- 
3-7 دج 
مثال )١8(‏ : 


0 وج المعادلات البارامكرية المستقيم / المار بالنقطتين ( 1- ,4 ,2 ) رط » (7 ,0 ,5)رص. 
(ب) أين يقطع المستقيم المستوى برد ؟ 


الحل : (1) حيث أن المتجه (4,8- ,3) - و5 مواز للمستقم / وأن (1-,2,4 )يم تقع 
على / » فان المستقيم / يعطى بالمعادلات 


+3 د 2 3-2 
4# -4 دير حيث 60+ > ع > مو- 
8 + 1- دع 


(ب) يقطع المستقيم المستوى برد ف النقطة 0 - م8 +4 1- عدج 


نينا 


أى عندما 1/8 + غ بالتعويض هده القيمة عن م فى المعادلات البارامترية المستقيم ) نجحد أن نقطة 
التقاطع هى 0 
2,2,0 > (2 رريع) 
مثال (9) : 
جد المعادلات البارامثر ية الخط تقاطم المسعويين 
0 >4 - 22 تبرق ير و 0 -6- 42 سبر2 +3 
الحل : يتكون خط التقاطع من جميع النقط [60599] الى تحقق: المعادلتين فى النظام 


6 ع م4 - بره +3 
4 ع 22 ايرة - ير 


بحل هذا النظام تحصل على 


7-7 ارح وح بك رن عك4 + 35 - بر 


97 - واج كك بل حيث ‏ 66+ >> > م00و- 


ف بعض المسائل يعطى خطا مستقيما 


]4 + م« ع ير 
(3.15) 1 ع ور 
كت + 20 


حيث 60+ > غ > مو - 


ويكوب من المفيد إيحاد مستويين يتقاطعان فى المستقيم المعطلى . حيت أله يوجن عدد لآ نباق:من المسبويات 

المارة بالمستقيم لذلك يوجد دائما عدد لا نجانى من هذه الأزواج من المستويات . لإيجاد مستويين من تلك 

المستويات عندما تكون الثوابت © » 5 » م جميعها تلفة عن الصفر » ممكننا إعادة كتابة كل معادلة 

من (3.15) على الصورة 
1 هع 7 ا 5 ف 

حذف البارامثر م يبين أن المستقيم يتكون من جميع النقط (2 ,بر ,) الى تحقق المعادلات 


ا ا 
20 26-2 2-0 
ا ل ا 


للا 


والتى تسمى بالمعادلات المإثلة المستقيم . لذلك بمكن اعتبار المستقيم كتقاطع المستويين 


ا ١‏ المت تن 26 ح 2 رولا حال 
كك 5 اسهد و ات لحنبيية 
4 9 43 4 
أو كتقاط المستويين 
ودع للراير ث مت#حة_و* حي 
6 4 3 4 
وهكذا. 
مثال 0١(‏ : 
أوجد مستويين حيث يكون خط تقاطعهما هو المستقيم 
+2 + 3 حير 
7+ 4 دير حيث 6+ > )> مو- 
3 + |1 دع 


الحل : حيث أن المعادلات الماثلة هذا الفط المستقيم هى 


أدج 4 بر 3 دسي 
(3.16) 3 2-2 
فيكون المستقيم هو تقاطع المستويين 
2-1 4جر 5 4جرر _ 3 حيمر 
0 2 20-00 


أو بصيغة مكافئة 
0 - 29 بره دعي و 0ع 9 + مم برق 


ويمكن الحصول على حلول أخرى باختيار أزواج معادلات أخرى من (3.16) . 


تمارين ؛ ل م 

9 - أوجد فى كل جزء صورة النقطة والعمودى لعادلة المستوى المار بالنقطة م والذى له المتجه ه 
(1,4,2)1) هرا ,6 ,2)ط (ب) (1,76-) 2 مر راد ,1م 
(ب) (0,1 ,0) > مه :0 ,0 ,)م © (2,3,4) ع و« :(0 ,0 ,0)م 


+« ل اكتب معادلات المستويات ى حمرين ١‏ فى الصورة العامة . 
7 - أو جد صورة النقطة و العمودى لكل من : 


() 10-0 - ص72 بيرة- ع2 (ب) 32-0 دير 


١ 


0 5-3 أوجد فى كل جزء معادلة المستوى الذى ممر بالنقط المعطاة 


(أ) (اديه,0 60,23 (1ةه-) 
(ب) 1,3,2-) 1-1 03,21 


ه - أوجد فى كل جزه المعادلات البارامترية للمستقي المار بالنقطة ط ويوازى 8 . 


() 1,25 > هزر به بهم (ب) (3- ,7 ,) حم رهد ,3,2-)م 
(ج) (0,0,1) > هزلة ,1 بم ١‏ (1 ,1 ,1) - سززة ,0 ,0)م 


؟ - أوجد المعادلات الماثلة للمستقيمين فى (أ) » (ب) بتمرين ٠‏ . 
٠‏ - أوجد ى كل جزء المعادلات البارامترية للمستقيم المار بالنقط المعطاة . 
(1) ©- ,2 ,)1,51 - ,6) (ب) (1- ,1- ,1 -),(0,0,0) 


7 أوجد فى كل جزهء المعادلات البارامترية الحط تقاطع المستويين الممطيين . 


()2-0 متب روجع 5* 0- 5 +وق بره بير 
١ب‏ 0 > 22 + برة - برق و 0 دع 
و - أوجد فى كل جزه معادلى مستويين بحيث يكون خط تقاطعهما هو المستقم الممطى . 
4# +3 ادير 5 عير 
(أ)م >ميهمعم- 2# ص دير (ب) مج > > وو 3 ابر 
+-6 ادع )6 دع 
٠‏ - أوجد معادلات كل من المستوى نزتد والمستوى 2ب والمستوى تير . 
١‏ - أثبت أن المستقيم 52 
6+ >> مود امير 
دهع 


0( يقع فق المستوى 0ع ج4ة بره ع6 . 
مب يوازى ويقع أسفل المستوى 1 ع3 سل بره- و5 . 
(ج) يوازى ويقع أعلى المستوى 3 - ج22 - 22 + بم . 


لل - أو جد نقطة تقاطع المستقيم 


:]5 - 4 بس ير 
م 2-2 بار 
)- د 4 دع 


مع المستوى 0 ح 8 + بز7 د برعرة . 


لهل 


م« - أوجد معادلة المستوى المار بالتقطة (6 ,7-,2) ويوازى المستوى 


0 92ج ب يرة عرو 


١4‏ - أثبت أن المستقيم 


شن 
م + > 1 > 00 كد ان 
جد ]+ ع 


يوازى المستوى 0 - 7 سج + بز2 م «3 . 


ه١٠‏ - أثبت أن المستقيمين 


2 ع 3] دير )4 ع |1 ىر 
)6 ع ز دير و مع 3 بير 
:2-2-3 2-1-0 


متقاطعان . أو جد نقطة التقاطع , 


5 - أوجد معادلة المستوى الذى يتحدد من مستقيمى تمرين ١8‏ 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دمع طوعط_مهدد هات رد تماعل /رعمهع بأءمهة/ روم اا 
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4- القصص اء الخقكى 
ع ١‏ الفضاء الاقليدى النونى : 

إن فكرة استخدام أزواج الأعداد لتعيين مواضع النقط فى المستوى وثلائيات الأعداد لتعيين مواضع 
النقط فى الفضاء الثلاثى قد ظهرت لأول مرة بوضوح فى منتصف القرن السابم عشر . وق الحزء الأخير من 
القرن التاسع عشر بدأ الرياضيون والفيز يائيون إدراك أنه لا يوجد ما يدعو للتوقف عند الثلاثئيات . فلقد 
لوحظ أن رباعيات الأعداد (م© ,ن» ,وه ,ره) مكن أن تعتير نقطا ى فضاء «رباعى الأبعاد» » 
و حماسياتالأعداد (و4 ,و4 ,43 ,نه ,,»)نقطا فى فضاء , حمامىالأبعاد » . وهل جرا . وعلى الرغم من أن 
رؤيتنا المندسية لا تتعدى الفضاء الثلاث ع لكن من الممكن أن يعمم الكثير من الأفكار المألوفة إلى ما بعد 
الفضاء الثلاثق وذلك باستخدام الحواص التحليلية و العددية للنقط والمتجهات بدلا من الخواص الندسية . 
وق هذا القسم سروف نجمل هذه الأفكار أكثر تحديدا . 

تعريف : إذا كان # عددا سميحاً موجباً » فإن القوس النوفى المرتب هو «تتابعة من # من 
الأعداد الحقيقية (ي,» ,... ,و© ,4) . تسمى فئة جميع الأقواس النونية المرتبة بفضاء نوف ويرمز 
لما بالرير 9# . 

( عندما تكون 2-/» أو 3-م فن المعتاد استتخدام المصطلح «ذوج مرنب » و م ثلاثية مرتبة » 
بدلا من قوس نال مرتب وقوس ثلا مرتب ) . 

قد يكون قد اتضح للقارئ عند دراسته للفضاء الثلاق أن الرمز (3» ,4 ,.») له تفسيران هندسيان 
مختلفان . بمكن تفسيره كنقطة » وفى هذه الحالة تكون,» » ره » و4 هى الأحدائيات ( شكل؛ - ١أ)‏ 
أو بمكن أن يفسر كتجه » وفى هذه الحالة تكرن ,» » يه ء وه هى المركبات ( شكل » - ١‏ ب) . 
لهذا ينتج أن القوس النوف المرتب (ي4 ,.. . ,و4 ,.©) مكن أن ينظر له « كتعمي للنقطة » أو « كتعميم 
للمتجه» و يكون الاختلاف رياضيا غير ذى بال . اذلك .مكنا حرية أن نصف القوس الحماس(6 ,1 ,0 ,4 ,2-) 
أما كنقطة فى 5ه أو كتجه فى 5 وسوف تستعمل كلا من الوصفين . 


لدم يعاره) لنه ممزه) 
0 


5 ب١‎ 


)١ - » (شكل‎ 
١8 


. تعريف : يقال أن المتجهين (يرل ,. . . وول ,ونة) - قا » (ي9 ,. . . رونا رونا) ح وق الفضاء 

"8 متساويان إذا كان 
برل > راط وج8 > ولا روه حت رلا 
ويعرف المجموع +« - »م كايأق : 
زر + رركا ...رون ع يك رن لد 1) جح مو انا 
وإذا كان م أى عدد قيامى فإن المضاعف القيامى 2# يعرف كا يل ٠‏ 
(مناى ...رونا رريه!) ع سمل 

تسمى عمليتا الممع والضرب فى عدد قياسى » فى هذا التعريف » بالعمليتين القياسيتين على 8 . 
تعرف المتجه الصفرى فى 2 بأنه المتجه 


(0,0,...,0) - 0 
إذا كان (برنة ,. . . ووثة ,رلة) ح-ن أى متجه ى "20 فان سالب 8 أو ( معكوس لا بالنسية للجمع ) 
يرمز له بالرمز مه ويعرف كا يل : 
ا ل ل حك 
و عرف طرح المتجهات ىه هكذا (د) + ب ح يدو 
أو بدلالة المركيات . 
(نا” ,ب وولات ورلا ) له (و ...رون بره) - (نا-) + ا ح نا ل و 
إ(ماة ح يرل ...وول ح اونا ورلا ا ارس) د 

وتشمل النظرية الثالية أكثر اللحواص الحسابية أضية الجمع و المضاعفات القياسية المتجهات فى 28 ,. 
والبراهين جميعها سبلة وتركها كبارين . 

نظرية ١‏ : إذا كان (ريفة ,.. .رد ,1ن#) عقا (يرنا را رون روه)ت 2379 (ياى رو روطا) عدو 
متجهات فى 2 وكان / » / عددين قياسيينفإن 


)1غ( لا لاع لدان 
ب ١‏ + (؟ + ن) ع زم ل مم لاير 
2 م حا + 0 ع 0 عجان 
(د) مودس ده أى ,0 ع رن -) بان 
لا سرا) - رطمم 
دلق ا 0 لد اك 
برق سا ع مغ عدو( سداع) 
© نا د ن1 
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تمكننا هذه النظرية من التعامل مع متجهات "2 بدون التعبير عن المتجهات بدلالة المركبات » بنفس 
الطريقة الى نتعامل بها مع الأعداد الحقيقية . فثلا لحل معادلة المتجهات « ح م | يد بالنسبة إلى > » 
يمكننا إضافة د إلى كل من الطرفين ثم نكمل كا يل : 
(س -) + ١ح‏ رن ) + رسج ع 
- ىح إن دن اير 
ند ومع 0+ي 
إن 0م ح فكو« 
قد يحد القارى" أنه من المفيد الإشارة إلى أجزاء نظرية ١‏ الى تحقق خطوات هذه الحسابات . 
لتعميم مفاهيم المسافة والمقياس والزاوية إلى ”2 ٠‏ نبدأ بالتعميم التالى للضر ب القياسى ى 22 , 3 
زم م حم )1 
تعريف : إذا كان (ير# ,. . . ,#2 روة) > لا » (يرنا ,. . . ,ونا ,ونا) ع و أى متجهين فى 29 
فإن الضر ب الداخل الإقليدى «0ها يعرف هكذا 


لايل ريه + وناولا + قوم عد 17١لا‏ 
لاحظ أنه عندما 2 - م أو 3 ح «رء فإن الضرب الداخل الإقليدى يصبح الضرب القياسى العادى 
رقم م - م), 
مشال )١(‏ : 
حاصل الضر ب الداخل الإقليدى للمتجهين 
(1,3,5,7-) دن و (4,70-,5) د و 
فى 84 هو 
8 - (7()0) + (6)زة) + 4-)زة) + رك)ز-) دجنس 
تشمل النظرية التالية المولص المحسابية الأساسية للضر ب الداخلى الإقليدى . 


نظرية « : إذا كان واء 7 » ” متجهات ى #/ز 'وكان ع/ أى عدد قياسى فإن : 


) 70 ع رثن 
(زب) لويرم ساسع وس زر س) 
(ح-)2 نسم ع م لس) 


(د) 0< 78 بالإضافة إلى ذلك 0 - ٠١٠‏ إذا وفقط إذا كان 0 ع و, 


سنثبت الحزئين (ب) » ( د) ونترك إثبات الباق كتمرينات . 


خرن 


الإثبات (ب) : اعتبر أن (ير" ...وك رونة) > ها ؛ (ورلا يب رونا ررط) و 2 
1 ,و/14 ين19) - « فيكون : 
)1و روث وو18) * زر ع ولط ...وول عد ولا ورنة ل ييه) حوره (و ل ن) 
اليل ع رلا) + ٠00‏ لد وناززون + ولا) + ازيم + ين) - 
(وثلارن ع ٠٠‏ ع ولالوط د ولاكرص) ع (راقارنة ع ٠٠8‏ عد ولازونة ع ولالرية) اح 
7 + ااألا- 
(9) 0< 2ن + ...هس ون + أن ب و٠«‏ بالإضافة إلى ذلك فإن المتساوية نتحقق إذا وفقط 
إذا كان 0 ح ين > , . . ع ونح ين آى إذا وفقط إذا كان 0 - و , 
مشال )١(‏ : 
تسمح لنا نظرية ؟ باجراء العمليات الحسابية الخاصة بالضر ب الداخلى الإقليدى بنفس الطريقة ماما 
الى تجرى بها العمليات الحسابية الخاصة بالضر ب المسان العادى . فثلا ” 
(3+ س4) ١‏ (2) + زواع يه) ١‏ (ة) د زو+ سبه) (٠١‏ + ن3) 
١‏ (20) + (ن4) ١١ + )20( ١‏ (سة) + (س4) ١‏ (ن3) 
20١ 5(‏ + (ن 80١‏ + 0 ٠ن)3‏ + (س٠ن)12‏ 
200 + (9٠ن)1ا‏ + رزسد٠ن)12‏ 
على القارئ أن يحدد أى جزء من نظرية ؟ قد استخدم فى كل خطوة . 
بالرجوع إلى الصيغ المعروفة فى 82 » 23 » فإننا نعرف المقياس الإقليدى ( أو الطول الإقليدى ) 
للمتجه (يرلة ٠...‏ رولة ررلة) ح ان فى القضاء 87 بأته 


1 


بالمثل فإن المسافة الإقليدية بين النقطتين (يركا ,. ٠.‏ ,يلا ,ننة) > لا » (يرنا ,. . . رونا رون) د و 
تعرف بأنها 


مشال (”") : 
إذا كان (2,7 -,3 ,1) حدهاء (0,7,2,2)'- ؟ فإن 
7 - 63ل/. - 7( + 2(7-) + 7( + #(لأن. - سا 
وأيضا 


8 - :22 - 7) + 2(2 --2-) + 2( - 3) + 02 - 1ن > (9بك 


فل ” 


حيث أن الكثير من الأفكار المعروفة من الفضاء الثناق والفضاء الثلاثى قد عممت » فن المعتاد أن 
نشير إلى #7 مع عمليات الجمع والضرب فى أعداد قياسية والضرب الداخل » الى عرفت الآن » بأنه 
الفضاء الإقليدى النوف . 


ننبى هذا القسم بملاحظة أن كثير! من الكتاب يفضلون استخدام الرمز بالمصفوفة 


1لا 
0 
7 
بدلا من الرمز الأفقى (,رلة ,. . . ,دمة ,:) ح ل ليدل على المتجهات فى 28# ويبرر ذلك أن عمليات 
ا مصفوفات 
رم ع رلا 01 0 
1ت ا الا - بدن 
سدس إها ل 
1 1 
ول -- 4 ع سا 
| أبن 


تعلى نفس النتائج مثل عمليات المتجهات 
زر ع كط روك ع ولا ره ع زنا) كت (ين رح روظ رر8) ع (ولط و رولا ررلة) جح لال لا . 
(راط ى . رولا! ررلهط) ح (لأة ...رولا 1لت) 2ح نمل 
ويكون الفرق الوحيد هو أن النتائج تكتب رأسية فى حالة مهما وأفقية فى الحالة الأخرى . وسوف 
نستخدم كلا الرمزين من حين إلى آخحر . إلا أننا من الآن فصاعدا نرمز للمصفوفات من النوع 1 ا م 
بحروف صغيرة مميزة . فنظام المعادلات الحطية سيكتب 
١‏ ع عنم 


بدلا من 8 ع لر4م كما كان يكتب من قبل . 


تمارين ؟ ل ١‏ 

١‏ حاعصر (1,3-,2,0) دهء (1-,7 ,4 ,5) ع وه (9 ,2,0 ,6 ع #» أوجد 
(1) بمدس (ب) 74+38 رج 5 + ود 
(د) 7 - م3 (886-:3- (و) 0+م-2 


ضرق 


+ - اعتبرية » 9 ” هىمتجهات مرين١‏ . أو جد المتجه ذ الذى يحققالممادلة ب« 76ت عد عل وسي2 . 
# ال أعتير ( 2,0 ,3 راج ) عدي (1 0,4,7 ,2 ) ج يد ٠)‏ (7,1,1,4) عدون »؛ 
1,2 ,3 ,6) ع يله أو جد أعدادا قياسية ,م » يم » و6 © ي© نحيث يكون 
(3- ,5,6 .0) تيسن + ويه + ينان + رقان 
4 - بين أنه لا توجد أى أعداد قياسية .م » ين » وم بحيث يكون 
(1.0,1,0) د (23 ةح مااي + (2 ,0,1 ,هاي + (1 2ح لان 

هى ل احسب المقياس الاقليدى للمتجه ٠‏ إذا كان 

(4-30)1) عر (ب) 13د ,ل دو( ج)- ,2,0,3 د (1,3,6()5 ,1 ,)دم 
5 - اعصر ‏ (3,0,152) ح-هاء (3-,2,7 ,1-) ح وء (! ,2,0,1 ) > م . أوجد 

(أ)لا؟+ ها (ب) عع سا (ج) سا + اإسر 


(د)ا« + 5 ده3| رمه) 5 رو "7 


. 1 متجهاً غير صفرى فى "2 فإن مقياس «(||1/||9) هو‎ ١ أثبت أنه إذا كان‎ - ٠ 
, م - أوجد جميع الأعداد القياسية / يحيث يكون 3 - || 69 || حيث (1,2,0,3-) - و‎ 
أوجد حاصل الضرب الداخل الأقليدى ١ن عندما‎ - 4 


0( 0,2 - ةا عو (ب) (1.0,2-) > ؟ر(! ,7 ,3) 
( )4 ,6- ,3,ة3) د 2,3(,9 باح ,ل) دس (د) (1 ,2,4 ,0,0) > 9,(!- ,1,3,2,6) 


-٠‏ (أ) أوجد متجهين فى 82 المقياس الأقليدى لكل منهما هو 1 وبحيث يكون حاصل الضر ب الداخلى 
الأقليدى لكل مهما مع (4 ,2-) هو الصفر . 
(ب) أثبت أنه يوجد عدد لانهال من المتجهات فى 23 المقياس الأقليدى لأى منهما هو 1 وبحيث 
يكون حاصل الضرب الداخلى الاقليدى لأى ,هما مع (2 ,7 ,1-) هو الصفر . 


أآ- أوجد المسافة الأقليدية بين ها » ؟ عندما يكون 


أ( 3,2 د ولاك © ده (ب) (2,6,0) > ارلا ,1 ,) دس 
)6,60 4بك) 001,39 عه ١‏ زوع (1,4,2,8,3-) ع ج(0,ة,6,0,1) ده 
-١١‏ أثبت المتطابقة 
“عه + “سا2 د “ا - سزز + لوسر 
لمتجهات 87 . فسر هذه النتيجة هنسياً فى 82 . 
1 


ه ل الجبر الخطى 


زا - سا - تلوح ساك دوعن 


4 - حقق الأجزاء (ب) » (ه) » (و) » (ز) من نظرية ( ١‏ ) عندما يكون 
2- > ا لصة,6 ك 4 ,(2,7,3,0) ع «رزه ,2 باد ,3) ك ,2 ,1د ,0ب) عه 

. )١4( حقق الجزءين (ب) » ( ج) من نظرية ( ؟ ) لقب هاء 8 3.6 ء 6 الموجودة فى أمرين‎ ٠ 
.)1١( كك أثبت (أ) بواسطة (د ) فى نظرية‎ 
. )1( د- أثبت (ه) بواسطة (ح) فى نظرية‎ 
)١ ( لالت أثبت (م) بواسطة (ح) فى نظرية‎ 
أثبت (1)ء (ج) ف نظرية(1).‎ - ١ 
؟ ؟ الفضاء الخطى العام‎ 

فى هذا القسم سنعيم مفهوم المتجه إلى درجة أبعد. سنذكر مجموعة من الفروضص الى إذا تحققت لأى مجموعة 
من الأشياء ييز ها أن تسمى متجهات . وسنختار الفروض بتجريد المواص الأكثر أهمية للمتجهات فى 0 » 
وكنتيجة هذ فإن متجهات ”8 ستحقق هذه الفروض تلقائياً . لهذا فإن مفهومنا الجديد عن المتجهات سوف 
يتضمن المتجهات الى عرفناها من قبل وأيضاً الكثير من الأنواع الجديدة من المتجهات . 

تعريف : اعتير أن ”ا فثة اختيارية من الاشياء معرف عليها عملبيتان » الجمع ووالضرب فى أعداد قياسية 
( أعداد حقيقية ) . ونقصد بالجمع قاعدة تعطى لكل زوج من الأشياء نن » « من ”[ عنصراً ا -+ ها يسمى 
بمجموع لا » 7 و نقصد :بالضر ب فى أعداد قياسية قاعدة تعطى لكل عدد قياسى ي/ و لكل ثىء ها من /[ عنصراً ها / 
يسمى بالمضاعض القياسى للثىء ا بواسطة م . إذا نحققت الفروضى التالية لجميع الأشياء 00 ل 
وجميع الأعداد القياسية ع/ » / فإنئنا نسمى لآ بفضاء خطى ونسمى الأشياء الموجودة فى ا بمتجهات : 
١‏ - إذا كان ياو م شيئين من افإن لد ن من 7ل 
١‏ لووط بح بل هن ل 
« اس لل زم ل ين ح وو ل ل لدو 
+ - يوجد ثشىء هو 0 من ل[ محيث يكون 0 ل لا عدن + 0 لكل يومن 7 . 
ه - لكل نا من 7 يوجد ثىء هو 4 من /[ ويسمى بسالب فا محيث يكون 0 عن + (ه)ح (ه) دلا 
5 - إذا كان / أى عدد حقيى و كان هه أى ثىء من 7 فإن هه / يكون من /آ 
س ا بننم عجاوم ع زو ل نونمم 
م ب مل دام عدوم ج عم) 
9 


5 (سازاع) ح رسل)م 
1ت نا انآ 


لمتجه 0 فى الفرض ( ؛ ) يسمى بالمتجه الصفرى للفضاء 7 . 

قد يكون من الضرورى فى بعض التطبيقات أن نتداول فضاءات خطية محيث تكون الأعداد القياسية 
أعداداً مركبة بدلا من أعداد حقيقية » مثل هذه الفضاءات الخطية تسمى بالفضاءات الخطية المركبة . ولكن 
فى هذا المرجع ستكون جميع الأعداد القياسية حقيقية . 
يجب أن يتنبه القارىء إلى أنه فى تعريف الفضاء الملى لايوجد تخصيص لطبيعة المتجهات أو العمليتين . 
أى نوع من الأشياء مهما كانت يمكن أن تصلح كتجهات و كل ماهو مطلوب هو أن تتحقق فروض الفضاء 
المطى . وسوف تعطى الامثلة التالية بعض التصور عن عدد الأشكال الفضاءات الخحطية الممكئة . 


مشال ( 4 ) : 
الفئة 97 س لا مع العمليتين القياسيتين للدمع و الضر ب ف أعداد قياسية المعرفتين فى القمم السابق تكون 
فضاءاً خطيا . ينتج الفرضان ( ١( » ) ١‏ ) من التعريف القياسى للعمليات فى "8 وتنتج بقية الفروض من 
نظرية . 
مشال ( ه): 
اعتبر /[ أى مستوى بمر بنقطة الأصل فى 23 . سعبت أن جميع النقاط فى ”1 تكون فضاء خطيا بالنسبة 
إلى العمليتين القياشيتين لمع والضر ب فى أعداد قياسية للمعجهات فى 83 . 
نعل من مثال 4 أن #3 فضاء خطى بالنسبة إلى هاتين العمليتين , لذلك فإن الفروض ( ؟) © (8) » 
)٠١( ١ )5( 2» )28( » )(‏ تتحقق لجميع نقط 23/ ومن ثم لجميع النقط فى المستوى 77 . لذلك نحتاج 
فقط إلى إثبات أن الفروض ( )١‏ » ( 4 ) »2 (0) »2 (5) متحققة , 
حيث أن المستوى يمر بنقطة الأصل فتكون معادلته على الصورة 
)4.1 معدم ارم دعن 
( نظرية + بالباب الثالث ) . فإذا كات (ولا رول ,ما) ح ها (و0 رونا رر0) ٠‏ نقطتين من 3/2 عفإن 
0 عد ويه لل رياط حل ييه وأيفاً 0 - ل ونه + ودام ل وناج . جمع هاتين المعادلتين يعطى 
0 ع (وض ع ويه ل زين عد وباط + لت عد )0 
تخبر ناهذه المتساوية بأن إحداثيات النقطة (ون حل وله رون حل يلة رونا ل يين) حو ل ن تحقق (4.1)» 
لهذا فإن « ل ىن تقع فى المستوى /[ . هذا يثبت أن الفرض )١(‏ متحقق . بضرب 
0 عدويه + وباط + يناه فى 1- نحصل على 
0 ع (وس- م + (وسحلاط ل (رس-)ن 
وإذن (د» - ري - ,رن -) > 4ن تقع فى 77 . وهذا يحقق الفرض ( ه ) . تحقيق الفرضين 
١6 4(‏ ) نتركه كتمرينين . 
1 


مثال(5): 

تكون النقط الواقعة على مستقيم /[ بمر بنقطة الأصل ى 23 فضاءا خطياً بالنسبة إلى العمليتين القياسيتين 
ممع والشرب فى أعداد قياسية لمتجهات 85 . 

يشبه البرهان ذلك البرهان المستخدم ى أمرين ( ه ) ويعتمد على حقيقة أن نقط ”ع تحقق معادلات 


بار امترية على الصورة 
لك 3-2 
2 ع4 > 4 > يج ست أ( د ٠١‏ 
1 ذ ع8 


( قم م - ه ) . ونترك التفاصيل كتمر 
شال (7) : 

الفئة /[ وي من جميع المصفوفات من النوع 7 71 كرك حفيقية مع عمليى ععليق الجمع والضرب 

فى أعداد قياسية للمصفوفات تكون فضاءا خطياً . المصفوفة الصفرية من النوع اوور تكن هى المتجه 
الصفرى 0 . وإذا كان المتجه هن هو المصفوفة 4 منالنوع م 746 فإن المصفوفة 4 تكون هوالمتجه نا 
فى الفرض ( ه ) . تتحقق معظم الفروض الباقية باستخدام نظرية ( ؟ ) ف القسم ( ١-ه‏ ) . سارمز 
هذا الفضاء الحطى بالر مز ,وري )لل . 
مقنال ( 8) : 

اعتبر أن /1 هو الفئة المككونة من جميعالدوال الحقيقية المعرفة على الخط المستقي الحقيق بأكله . إذا كانت 
() /ر-ع و («) بم م أى دالتين مها وكان / أى عدد حقيق فإننا نعرف داة المجموع بم +6 
والمضاعف القيابى 8م كا يلى : 

لحان + دار ع ردارع + ) 
سا ع نداقم) 

وتعبازة العري فإن قيمة الدالة بم -ل ؟ عند بد نحصل عليها بجمع قيمتى ؟ ب ع عند بد ( شكل؛ - م أ) ٠‏ 
بالمثل قيمة 4م عند بد هى ‏ من المراث لقيمة م عند 6 ( شكل 4م ب ) . تكون الفئة /[ فضاءا خطيا 
بالنسبة إلى هاتين العمليتين . 

ويكون المتجه الصفرى هذا الفضاء هو الدالة الثابتة الصفرية » أى هى الدالة التى يكون رسمها البياف 
هو المستقم الأفو, الماز بنقطة الأصل . ويعتير تحقيق بقية الفرضيات "مرينا . 


و 1 
0 


كََ 
فا 4 ادل ا 
وال 1 

1 


2 0 أ 


)ب (شكل ؛ -؟) )0 


1 


مشال (9): 

7 أن “ا هى فثة جميع النقط (نز ,) فى 82 التى تقع فى الربع الأول ؛ أى بحيث يكون 0 < بر » 
0<ر . تفشل الفئة /[ فى أن تكون فراغاً خطياً بالنسبة إلى العمليتين القياسيتين على 82 » حيث أن الفرضين * 
ه » ١‏ غير متحققين . لإثبات هذا لاحظ أن (1,1 ) ح و يقع فى ل بينا ( 1-,1-) د 9 دك و(1-) 
لأيتع رشفكل 19د م) + 


(شكل و -م) 
مشال )٠١(‏ : 
اعتبر أن ”1 تتكون من شىء واحد والذى نرمز له بالرمز 0 » وعرف 
0 ع 0+0 
0 - 0م 
لأى عدد قياسى / :. من السهل اختبار تحقق جميع فروض الفضاء الحطى . يسمى هذا بالفضاء الخطى 
الصفرى . 
وكلما نتقدم سنضيف أمثلة أحرى للفضاءت اللطية . وتم هذا القسم بنظرية تعطىقائمة مفيدة الخواص 
المتجهات . 
نظرية « : اعتبر /[ فضاءاً خطياً » ها متجه من ”7 » ب/ عدد قياسى » فيكون 
02 0 نه 
رب 0 ع مم 
(ج) س- ع سن)1-) 


(د) إذا كان 0 هم فإن 0 - ع أو 0 دن 
الإثبات : سئشبت الجزءين (أ) ء ( ج) ونترك إثبات الجزءين الباقيين كتمرين . 
(أ) يمكننا كتابة سز0 + 0) ع 4ن + ن0 ( الفرض م ) 
و (إتى خوراص السعد0 ) 


1١17/ 


من الفرض ( ه ) يكون للمتجه ««0) متجه سالب 04- . بإضافة هذا السالب إلى كل من الطرفين 


السابقين محصل على : 

(00-) + بن ح رزن0-) + [زس0 + ن0] 
آم (ن0-) عن ع إزن0-) ع ن0] +دن0 ( الفرض ) 
أى 0 - 0 + س0 ( الفرض ٠‏ ) 
أى 0 نه ( الفرض ؛ ) 


(ج) لاثبات أن ها - ت يو( 1 -) يجب أن نبين أن 0 ح سي ( 1-) + سن . لإثبات ذلك نلاحظ أن : 


سرا-) ع نط ع سرا -) + ن (الفرض )1٠١‏ 


سررا-) + )د ( الفرض ١‏ ) 
2:0 ( خاصية من خخواص الأعداد ) 
3 (الجزء أ السابق ) 


تمارين ؛ ل "»" 


فى الأثارين ١4-1‏ تعطى فئة من الأشياء مع عمليتين لمبمع و الضر ب فى أعداد قياسية . حدد أى الفئات 

تكون فضاءاً خطيا بالنسبة إلى العمليتين المعطيتين . بالنسبة إلى الفئات الى لا تكون فضاءا خمياً اذكر جميع 
الفرر وض الى لاتتحقق . 
١‏ - فئة جميع الثلاثيات (2 ,نر ,د) من الأعداد الحقيقية بالنسبة إلى العمليتين . 

(2 + م ير + ركع ل ع د زم بره +( وروم ف (ت جر كط) د زه خر نام 
١‏ سس فئة جميع الثلاثيات (2 ,ير ,ع) من الأعداد الحقيقية بالنسبة إلى العمليتين 

( ع م كر ل برك ل ع د زم ,كبر رع) + (م جره و ((0,0,0) > 2 وام 
- افية جميع الأزواج (در ,) من الأعداد الحقيقية بالنسبة إلى العمليتين 

(ابر اج برام ل عع ع (ابركم) ل ززع و 2290 كا2) > روم 
فئة جميع الأعداد الحقيقية جر » مع عمليتى الجمع والضر ب العاديين . 
ه - فئة جميع أزواج الأعداد الحقيقية التى على الصورة (0 ,) مع العمليتين القياسيتين على 2/ . 


4 ا فئة جميع أزواج الأعداد الحقيقية الى على الصورة (نز,د) حيث 0 < بد 2 مع العمليتين 
القياسيتين على 22 . 


0 فئة جميع الأقواس النونية من الأعداد الحقيقية الى على الصورة (* ,... ,* ,*) مع العمليتين 
القياسيتين على 87 . 


ليل 


م - فئة جميع أزواج الأعداد الحقيقية (ثز ,*) مع الممليتين . 
(1+ ”ار يرن ع سر ع ج) لس وبر م ل رع و 0 سم د ترام 
/. 


35 فئة جميع الأعداد الحقيقية ب مع العمل.تين 6د عد ع “مزل وزو بر لح ور ل 


5 فئة جميع المصفوفات من النوع 2 2 الى على الصور: 


مع عمليتى جميع المصفوفات وضرب المصفوفات فى أعداد قياسية . 
5-5007 فئة جميع المصفوفات من النوع 2 كا 2 الى على الصورة 
0 »4 
م0 
مع عمليق جمع المصفوفات والضرب ف أعداد قياسية . 
كك فئة جميع الدو ال ذات القيمة الحقيقية المعرفة على المستقيم الحقيقى بأكله وحيث يكون 0 درا /ر 
مع العمليتين المعرفتين فى مثال (8) . 
1 - فئة جميع المصفوفات من النوع 2 ا 2 الى على الصورة 
مده 3 
0 مدن 
مع عمليتى جمع المصفوفات و الضر ب فى أعداد قياسية . 
4 - الفئة التى عنصرها الوحيد هو القمر . والعمليتان هما القمر + القمر ح القمر » / القمر - القمر 
حيث ع/ عدد حقيق . 
ثبت أن المستقيم المار بنقطة الأصل فى 23 يكون فضاءا خطياً بالنسبة إلى العمليتين القياسيتين على 23 , 
أكل التفاصيل الناقصة فى مثال ٠‏ . 
أكل التفاصيل الناقصة فى مثال م . 
أثيت الجر ء ( ج) من نظرية #. 
- أثبت الجزء (د) ان نظرية م 
أثبت أنه لامكن أن يكون للفضاء الخطى أكثر من متجه صفرى واحد . 
١؟-‏ أثبت أن المتجه له بالضيط مجه سالب واحد . 


1 * الفضاءات الجزئية : 
إذا كان /ا فضاءا خطياً » فإن بعض الفئات الجزئية للفضاء /[ تكون بدورها فضاءات خطية بالنسبة 
إلى جمع المتجهات والضرب فق أعداد قياسية المعرفان على /[ . سوف ندرس فى هذا القسم مثل هذه الفئات 
الجزئية بالتفصيل . 
شرل 


تعريف : أى فئة جزئية 88 للفضاء الحطى 77 تسمى بفضاء جزثئى للفضاء 7[ إذا كان 1# بدوره فضاءا 
خطياً بالنسبة إلى الجبع والضرب فى أعداد قياسية المعرفان على 17 . 


فثلا المستقمات والمستويات الى كمر بنقطة الأصل هى فضاءات جزئية للفضاء 23 ( مثالا ه ٠‏ 5) . 


بصورة عامة . يحب أن يثبت الشخص الفروض العشرة للفضاء الخطى لى يبين أن الفئة 1# مع الجمع 
والضر ب ف أعداد قياسية تكون فضاءا خطياً ولكن على الرغم من ذلك » إذا كان 7# جزءاً من فئة أكبر لآ 
الى تكون بالفعل فضاءاً خطياً » فإن بمض الفرو ضرلاتحتاج إلى تحقيق للفضاء 1# لأنها تورث من ”7 . فيلا 
لاتوجد حاجة للتأكد من أن نإ ناح ؟ + هس ( الفرض ؟ ) لفضاء /1( لأنما تتحقق لجميع 
المتجهات فى 1 ومن ثم لجميعالمتجهات فى 7( . وتكون بقية الفروض الموروثة من ” إلى /[( هى؟ ٠‏ 07 » 
م ء وء ٠١‏ . لذلك لكى نبين أن الفعة /18 هى فضاءج زف للفضاء الخطى /[ نحتاج فقط لتحقيق الفروض ١‏ » 
ع » ه » 5 . وتبين النظرية التالية أنه حتى الفرضين غ » ه بمكن الاستغناء عنْهما . 
نظرية 4 : إذا كانت “1# فئة مكونة من متجه أو أكثر من الفضاء اللطى ”ا فإن 187 تكون فضاءا 
خطياً إذا وفقط إذا تحققت الشروط التالية : 
(1) إذا كان نا ء ؟ متجهين فى /[ فإن 9 ل ها أيضاً فى 17 . 
(ب) إذا كان 6 أى عدد قياسى وكان ل أى متجه فى /7/ فإن دام أيضاً فى 17 . 


( يوصف عادة الشرطان (1) ٠‏ (ب) بالقول بأن 27 مغلق بالنسبة إلى الجمع ومفلق بالنسبة إلى الضرب 
5 أعداد قياسية ) . 


الاثبات : إذا كان 7[ فضاءا جزئياً من /آ فإن جميع فروض الفضاء المطى تكون متحققة و بصفة 
خاصة يتحقق الفرضان ٠ » ١‏ . ولكن هذان الفرضان هما بالتحديد الشرطان (أ) » (ب) . 

بالعكس نفرض تحقق الشر طين (1) » (ب) . حيث أن هذين الشرطين هما فرضاً الفضاء الخطى ١‏ و7 » 
لذلك نحتاج فقط لإثبات أن /17 يحقق بقية الفروض الثانية . الفروض م + " 2 0 + »© 4 ٠١»‏ تتحقق 
تلقائياً المتجهات الموجودة فى /ا[حيث أنها تتحقق لجميع المتجهات الموجودة فى /[ . لذلك لإ كال الاثبات 
نحتاج فقط للتأكد من أن الفرضين ؛ ع ه يتحققان فى 87 . 


أعتير لا أى متجه فى /7( . من الشرط (ب) يكون فا/ فى 77] لأى عدد قياسى / . بوضع 0-م ينتج أن 
00-0 موجود فى 1# ء وبوضع 1 - ح ل ينتج أن نا - > ها (1-) موجود فى 17. 


لكل فضاء خطى "ا على الأقل فضاءان جزئيان . يكون 17 نفسه فضاءا جزئياً والفعة (40 المكوئة 
فقط من المتجه الصفرى الفضاء ”1 تكون فضاءا جزئياً يسمى بالفضاء الجزق الصغرى . وحمدنا الأمثلة التالية 
بصور أقل تفاهة للفضاءات الجزئية . 
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: )١١( مثال‎ 

ف المثال ه من قسم ( 4 -5) قد أوضحنا أن جميع المتجهات فى أى مستوى مار بنقطة أصل عر 
تكون فضاءا خطيا » أى أن المستويات المارة بنقطة الأصل تكون فضاءا جزئياً من 823 . و يمكننا أيضاً إثبات 
هذه النتيجة هندسياً من نظرية 4 . 

اعتتبر 17 أى مستوى مار بنقطة الأصل واعتبر أن ه؟ أى متجهين فى 17 . :ده بح بأن يقع فى /] 
لأنه يكون قطر متوازى الأضلاع المحدد من ها » « شكل ( ؛ - 4 ) وأيضاً دام يحب أن يقع فى 7[ لأى عدد 
قياسى 6/ لأن ناد يقع على المستقيم المار بالمتجه ها . لذلك يكون 7[ فضاءا جز ئياً من 23 . 


(شكل »-؛) 


7 
ملحدوظة : .ممكن استخدام مناقشة هندسية مائلة لتلك المستخدمة فى هذا المثال لإثبات أن المستقيمات المارة 
بنقطة الأصل تكون فضاءات جزئية من 83 . مكن إثبات ( تمّرين 7٠١‏ قمم ه - ه ) أن الفضاءات الجزئية 
من 23 هى فقط ٠:‏ (10 . #3 ء المستفمات المارة بنقطة الأصل » المستويات المارة بنقطة الأصل , 
انقب الفضاءات الجزئية من 22 هى فقط : (140 » 22 ء المستقييات المارة بنقطة الأصل . 
مشال )١(‏ : 
أثبت أن الفئة 17 المكونة من جميعالمصفوفات من النوع 2 >< 2 والتى تحتقوى أصفارا عل القطر الرئيسى 
تكون فضاءا جزئياً الفضاء المطى المكون من جميع المصفوفات من النوع 2 6< 2 . 


الحل : اعتبر 
رط 0 
- اه 
2 3 
أى مصفوفتين من ”78 و / أى عدد قياسى . فيكون 


يد 7 11 ورط عد ييه 0 _- 
0 حيمم 3 0 أ لقف 4 


حيث أن 64 ٠‏ 8 -+ 4 تحتويان أصفاراً على القطر الرئيسى » فإنهما يقعان فى 587 . لذلك يكون *17 فضاءا 
جزئياً ن :و3 . 


لال 


مشال :)١9(‏ 
اعتبر 8 أى عدد صميح موجب واعتبر 17 الفئة المحكوئة من الدالة الصفرية وجميع كثيرات الحدود 
الحقيقية التى در جتّها < « » أى جميع الدوات الى بمكن التعبير عنها بالصورة 
42 "بين 0ط يريم ل مه - زعام 
حيث 41240 2.226 6 يرك أعداد حقيقية . الفئة /88 تكون فضاءا جزئياً للفضاء اللخطى المكون من 
جميع الدوال الحقيقية الذى نوقش ى مقال ١‏ م ) . لإثبات هذا اعتبر م ء ه هما الدالتان 
“دين 2041 ط ايم اوه > («)ام 
"ررم 004 ل وورط + وط ع 4080 
فيكون 
"ارط + يه) + ٠٠00‏ + عالط + يه) + (وط + وه) ع )و + ام ع دزو + م) 


#ياليه)) ٠0+‏ + ع«زيه4) + زمه)) - («ام)| - ر«)(ما) 


على الصورة المعطاة فى (4.2) . لذلك فإن 4 + م وأيضا ب من 78 . سوف ترمز للفضاء الخطى 177 ى 
هذا المثال بالرمز رط . 
مثشال(4١1):‏ 

( القراء الذين قد درسوا حساب التففاضل ) 

نتذكر من التفاضل أنه إذا كانت 4 ء ع دالتين متصلتين و كان ع ثابعاً فإن بع 4م © 6/ 
أيضا يكونان دالتين متصلتين . لذلك ينتج أن فثة جميع الدو ال المتصلة تكون فضاءا جز ئياً للفضاء الخطى المكون 
من جميع الدوال الحقيقية . يرمز لا الفضاء بالرمز( ده -+ , مه- ) © . ويعتبر مثالا قريياً جداً من هذا 
المثال الفضاء الحطى المكون من جميع الدوال المتصلة على فترة مغلقة 8 5ك «« ك م ويرمز هذا الفضاء 
بالرمز [5 ,4] © 
مال )1١6(‏ : 

اعتير النظام المكون من 7 من المعادلات الحطية فى من انخاهيل 


2ع يمره + 00١‏ + وكاورة 1 1ك 


و5 ع بكاروم + ٠٠١‏ + يناووك 1 361 ج24 


ور ع بكارية + 200 + وكتويرة +1 ررك 


أو على صورة المصفؤفات طح دك يسمى أى متجه (ه) 


الح 


من 7 بمتجه الحل للنظام إذا كان تب .روه > وكا ررى ح را حلا للنظام . فى هذا المثال _ 
سوف بين أن فئة متجهات الحل لنظام متجانس تكون فضاءا جزئياً من 87 . 

اعتبر 4-0 نظاماً متجانساً من 8# من المعادلات الخطية فى * من الجاهيل . اعتير 77 هى فئة متجهات 
الخل واعتبر8 » '8 متجهين من 77 . لإئبات أن 87 مغلق بالنسبة: إلى الجمع و الضرب فى أعداد قياسية يحب 
أن نين أن و دو وم أيضاً متجهات حل » حيث 6 أى عدد فياسى . حيث أن وء 8 متجهات 
حل فيكون 

0 د وم لاك 0 ع وللم 

لذلك يكون 0 -0+0-ح هوم دوم ع زو + 46ل 
و 0 ع 0م ع ر(وم)م ع (5/)ل 

تبين هاتان المعادلتان أن 'و سل وء وم يحققان المعادلة 0 ح دك . لذلك يكون كل من "و لل وء و/» 
متجه حل . 

يسمى الفضاء الجزثى /17 فى هذا المثال بفضاء الل للنظام 0 ت ورم , 


فى كثير من المسائل يعطىالفضاء المطى 7 . ويكون من المهم إبحاد أصفر فضاء جزثى من /[ محيث 
يحتوى فئة معينة من المتجهات م9 ,. . . ,70 ,و9 . يعدم لنا التعريف التالى الطريقة ليناء مثل هذه 
الفضاءات الجرئية , 

تعريف : يسمى المتجه ” بتركيبة خطية من المتجهات <؟ ءي؟ ».. . .» م« إذا أمكن التعبير عنه 
بالصورة 


مالل + 200 عل وااي# ل الارغم حاو 


حيث دك ء و » . . . » رع أعداد قياسية , 


(#) تستخدم فى هذا المشال صورة المصفوفات للمتجهات فى 40 , 


ارال 


شال (15) : 
اعتير المتجهين (1- ,2 ,1) - هاء (2 ,4 ,6) ت ”م من 83.. بين أن (7 ,2  )9,‏ ” يكون تركيبة 
خطية من ع » « وأن (1,8- ,4) ح “# لايكون تركيبة خطية من 8 2 19 . 
الحل : لى يكون #» تركيبة خطية من نه » « » يحب أن توجد أعداد قياسية م ء و/ حيث يكون 
؟ وم دن عم دو أى أن 
(2 ,4 ,6)ر# + (1- ,2 ,1)ي - (2,7 ,9 


282 عا ع روه + ,26 بي/6 + ,) - (2,7 ,9) 
بمساواة المركبات المتناظرة نحصل على 

9- يغ6 + م 

2 ح ييه + ,26 

7 > ك2 جد 


حل هذا النظام يعطى 3 - - ,6 » 2 ح يم لذلك 
2 +310 ح بو 


بامثل بالنسبة إلى “*« ٠»‏ لكى يكون تركيبة خطية س هه » « بجحب أن توجد أعداد قياسية ,#6 ء وم 
بحيث يكون 9و ل هري - “« أى أن 


(2 ,4 ,6)ي! + (1- ,2 ,1)رم > (1,8- ,4) 


م28 يلك ,و4 + ,2 ري61 + ,) > (1,8- ,4) 
مساواة المركبات المتناظرة تعطى 
4 اح ك6 + رم 


1- ع ييه + 26 
8 22 +ا)- 


وهذا النظام من المعادلات غير متوافق ( تحقق من ذلك ) . وإذن لا توجد مثل هذه الأعداد القياسية . ومن 
ثم “”» ليس يتركيبة خطية من لا 2 19 . 

تعريف : إذا كانت ثلا ء 2 2.2 ني؟ متجهات ف الفضاء الخطى 17 » و كان كل متجه فى لآ 
يمكن التعبير عنه كثركيبة خطية من نر« ء ووء .. . » 9 فإئنا نقول أن هذه المتجهات تنشيء 17 . 


ل 


: )١7( شال‎ 


تنشىء المتعجهات (1,0,0) -ف ,» (0,1,0) - و ء (0,0,1) عط النضاء 23 لأن أى 
متجه (» ,8 ,4) فى 23 بمكن كتابته على الصورة 
عل + وط + نل د نه طن 
وهى تركيبة خطية من 1» ل 82 . 
مشال )١8(‏ : 
تنشىء كثيرأت الحدود 1ن جرء 2يرى. 2.2 »ء "تير الفضاء المطى يط ( أنظر مثال ١‏ ) . حيث 
أن أى كثيرة حدود م من رم يمكن كتابتها على الصورة 
"بن لياط رين طون دام 
وهى تركيبة خطية من 1 ) جراء 2جء .22 "على 
مشال )١6(‏ : 


حدد ما إذا كانت المتجهات 


,1.2 ) سرد (01,!)ع ذا وى (21.3) - ور 
تنشي” 83 
الحل : بحب أن نحدد ما إذا كان أى متجه اختيارى (و8 ,وه ىر8) ع 8 فى 83 مكن التعبير 
دلاوط + ركيم + ركم عاط 
من المتجهات "٠‏ » 72 » ”ا . التعبير عن هذه المعادلة بدلالة المركيات يعطى 


أو (3 ,1 طاوغ + (! ,0 ,لوغ + (2 ,1 ملارظ 2 روطموط يره) 
١‏ زوة3 + يغ + رغ28 ريغم + رغ .و28 + يم + ,غ) ع روطروطمرم) 
و 
رح و2 عايم + رم 
رمد وم + 7 
وط د غ3 + يغ + ,24 
تحختزل المسألة إلى تحديد ما إذا كان هذا النظام متوافقا آم لا ليمع قيم يطءوة © وظ. من الجزءين 
)ع » (د) لنظرية +1 فى القمم ١‏ - ا يكون هذا النظام متوافقا لحميع قيم .5 ء و2 » و5. إذا وفقط 


1.6 


1-8 
0 


1 
إذا كانت مصفوفة المعاملات | 1 [] - 4 غير قابلة للانمكاس . ولكن 0 - |4 |( تحقق من 
3 1 2 


ذلك ) وعليه تكون 4 غير قابلة للانمكاس ومن ثم ,”7 » :7 © و7 لا تنثى" ل 


بصورة عامة » أى فثة معطاة من المتجهات م7 ,. . . ,72 ,و47 فق فضاء خطى ل[ قد تنشىء وقد 
لاتنشىء /آ. إذا كانت الفئة منشئة فإن كل متجه فى /1آ مكز التعبير عنه كث ركيبة خطية من 2/1 جلا 2 ... “ملا 
وإذا كانت غير منشئة فإن بعض المحجهات يمكن التعبير علها بلمثل والبعض الآخر لا يمكن 
التعبير عنه . تبين لنا النظرية التالية أنه إذا جمعنا معا كل المتجهات فى 7 الى ممكن التعبير عنها كثركيبة 
خطية من ,و ء و ء ...6ر9 فإننا نحصل على فضاء جز الفضاء ل[ وهو يسمى بالفضاء الخطى المنشأ من 
)7ر7 أو التبسيط بالفضاء المنشأ من زمار ل بد * 
نظرية هم : إذا كانت إلا ء يلا .ال ءس,؟ متجهات فى الفضاء الحطى لز[ فإن : 
زنك الفئة /78 المكونة من جميع التركيبات الخطية المتجهات ”7 » ولا » . . . » ١‏ تكون فضاءا 
جزئيا للفضاء 37 . 
(ب) /1( هى الفضاء الحرق الأصفر للفضاء ”7 اللي يحترى ,7 © ج10 6 ...)ما . ممعبى أن 
أى قضاء جز آخر للفضاء /آ يحتوى ,7 ١‏ جلا 2.2.6 6م؟ يحب أن يحتوى /1آ . 
الإلبات : 
(أ) لإثبات أن 1# فضاء جز من الآ يحب أن نثبت أنه مغلق بالنسبة إلى الممع والضرب فى أعداد 
فياسية . إذا كان ا 9 متجهين ى 7/7[ فإن 
7 ا ا ل كك 2 دف حال 
وأيضاً 
ا ا د ا 0 لدان ين 
حيث 260ي6ء الا كبرت ار عوط ع اا كرا أعداد قياسية . لذلك 
بال عن ) +00 ل يلازيم ع يم) ع ليع ع رم) جو لاير 
ويكون لأى عدد قياسى ©# . 
رالمم) 0ط رلاليم6) + رلالرمم) ع اماما 
وإذن « + ها وأيضاً لام يكوئان تركيبتين خطيتين من ولاء ث7 2 ...ءام" ومن ثم يقعان 
فى /3[ وعليه فإن /38 مغلق بالنسبة إلى الجمع والضرب فى أعداد قياسية . 


لال 


(ب) أى متجه ,9 هو تركيبة خطية من ,7 2 و7 6... © م7 حيث أنه يمكننا كتابة 


+01 عد ممم عه يول عه + ٠‏ عد و09 عد 091 حت بو 


فالفضاء الحزٌ 77 محتوى كلا من المتجهات ,20 72 ء 


2# افترض أن #/ز[ أى 
فضاء جزثى آخر محيث يحتوى ,07 722 » 


عي ا جيك أذ 1 مغلق بالنسبة إلى الجمع 
والضر ب ف أعداد قياسية » لذلك يحب أن يحتوى جميع التركيبات اللطية ,بون لل ٠٠١‏ + يويك + رايت 


غبهات ١١‏ 
لذلك يحتوى “177 كل متجه من لآ 


الفضاء الخطى 777 المنشأ من مجموعة المتجهات [م2,...,9؟ ,90 5-4 سوف يرمز 
لهبرى اسطلة 


ل ا ا !ا 


مشال (00) : 


إذا كان :7 » ج87 متجهين ليسا على استقامة واحدة فى 103 وكانت نقطتا البداية هما عند نقطة الأصل 
فإن [:؟ ىم هنا » الأى يتكون من جميع التركيبات الحطية ج72 وم + :#0 يم » هو المستوى امحدد 
بوامطة ,اع ى8١‏ (شكل + - و]), 


بالمثل » إذا كان ١‏ متجها غير صفرى فى 22/ أو 83 فإن (9) هذا الذى يكون فئة جميع المضاعفات 
القياسية 9/ » هو المستقيم المحدد بواسطة ١‏ (شكل ؛ - وب). 


ات 


(2؟ .؟) صلا 


واو/ + 


(فهل ؛-ه) 0 4 


تمارين 1 ل ؟ 
١‏ - استخدم نظرية 4 لتحديد أى مما يل يكون فضاءا جزئيا من 83 . 
(1) جميع المتجهات الى على الصورة (0 ,0 ,6) . 
(ب) جميع المتجهات التى على الصورة (1 ,1 ,©) . 
(ج) جميع المتجهات الى على الصورة (© ,8 ,ه) حيث © + م > 5 . 
(د) جميع المتجهات الى على الصورة (© رط ,©) حيث 1 + ع + # > م . 


؟ لس استخدم نظرية 4 لتحديد أى مما يل يكون فضاءا جزئياً من 8422 . 


(1أ) جميع المصفوفات الى على الصورة 


يك مع قضعم» 4 أعداد صميحة . 


(ب) جميع المصفوفات الى على الصورة 


حيث 0 ع ك4 لد هم , 
( ج) جميم المصفوفات 4 من النوع 2 26 محيث يكون “4 ع 4 . 
(د) جميع المصفوفات 4 من النوع 2 ا 2 بحيث يكون 0 ع (4) 466 . 
- استخدم نظرية غ لتحديد أى مما يلل يكون فضاءا جزئيا من و . 
(1) جميع كثيرات الحدود بريه ل 2ع يم + بد يم - وه الى فيها 0 ع ن4 . 
(ب) جميع كثيراتالحدو د يد وك + 2ن وم حك مد يه ند وه الىفيها 0ح يم ١‏ وه يه + 40. 


( ج) جميع كثيرات الحدود تبر وم ل 2 يع نل جيم ل ىه الى فيها ,© © ,4 ؛ 42 ء و©» 
أعداد صميحة , 


( د) جميع كثيرات الحدود الى على الصورة * ,© + م© حيث 40 » 4 أعداد حقيقية . 
- استخدم نظرية + لتحديد أى ما يلل يكون فضاءا جزئيا لفضاء جميع الدوال ذات القيم الحقيقية /ر 
المعرفة على المستقيم الحقيق بأكله . 
(]) جميع /ر بحيث يكون 50 (2)/ لجميع > . 


(ب) جميع كر بحيث يكون 0 - (0) / . 
(ج) جميع /ر بحيث يكون 2 -- (0) / . 
( د) جميع الدوال الثابتة . 


)م جميع / الى على الصورة * ه51 د ل و6 بحيث يكون و ء وم عددين حقيقيين . 


مه - أى مايل يكون تركيبة خطية من (3 ,1 > ,1) عد ها ؛ (2,4,0) > ؟ 
(3.3,3()1) (ب)(4.,2.6) ( ج) 0.56 (د)0,0,0) 


1 - عبر عما يل كت ركيبة خطية من (2,1,4) حدس (1,3 - ,)ع نف (3,2,5) دم 


(1) بوبم (ب)20.6) (ج)6000) (د)223) 
7 - عير عمايل كتركيبة خطية من 
تبرق + م2 + 3 ع يم ,322 دم - 1 ع رم ,48 +ع + 2 ح درم 


(2)1رد + »9 + ك(ب)62 +2 (ج) 0 (د) (32)4 +22 +2 


م - أى مما يل يكون تركيبة خطية من 


ل اإدفرة إناعه 
ل ان لقا اه اه 


و - فى كل جزء حدد ما إذا كانت المتجهات المعطاة تنشى' 83 . 


)ع( (3,0:0) ع و0 ,2,2 د رولك بلا ع رن 
ب (18- ب8) د ووك2 ,1 ,4) د رنرزة ١‏ - ,2) 2 رن 
(#) لد ي4,ا) عير زف 2- ,5) د رورزة ,3- ,2) ع ورلة ,لق ع رن 
د (6,2,1) ع ولار(ة ,4 .1) د وررلة ,3 ,ا) د ونالة ,1,3) دن 


0 حدد أى مما يل يقع فى الفراغ المنشأ من 
عد تومه دع و عد مأو داع 
(1)ع2ومه (ب) 2« +3 (ج) | (د) حطلو 


و( - حددما إذا كانت كثيرات الحدود التالية تنقى' ول . 
2بام 3 ح درم تر م2 + 1ع رو 
2 ع2 +2 ديم" اتيرب جر4 + 5 د درم 
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5 > الضف 02,1 يك) د ىن ,20 ,كبلك ,3) د ود ب(ة ,4,1,0 د رو 
أى من المتجهات التالية تقع ى 5 من مزا؟ 


(7,301-,23) «(ج)رو بوبه (ج) ,اين (د) كبتك مه 
م١‏ - أوجد معادلة المستوى المنشأ بالمتجهين (1 - ,1 ,1) جد هاء (5 ,2,3) 2و , 
١4‏ - أوجد المعادلات البارامترية للخط المنشأ بالمتجه (1 - ,7, 2) حيو , 
٠‏ - أثبت أن متجهات الحل لنظام غير متجانس متوافق مكون من 74 معادلة خطية فى # مجهول 
لاتكون فضاءا جزئياً من 87 , 
- ( للقراء الذين درسوا -ساب التفاضل ) . أثبت أن الفئات التالية من الدوال هى فضاءات جزئية 
للفضاء الخطى فى مثال م . 
(]) جميع الاوال المتصلة عند كل نقطة , 
(ب) جميم الدوال القابلة التفاضل عند كل نقطة . 


( ج) جميع الدوال القابلة للتفاضل عند كل نقطة وتحقق أن 0 -م 2 سد #. 


؟ س 6 الاستقلال الخطى 


من قسم + - "م » يكون الفضاء المطى منشأ بواسطة فئة المتجهات 3 ,و و9 حاى إذا 
كان كل متجه من ”!1 هو تركيبة خطية من ,7 © ولا » ... » م7 . الفثات المنشئة مفيدة فى بعض النوعيات 
من المسائل حيث أنه أحيانا بمكن دراسة فضاء خطى بدراسة المعجهات فى فئة منشئة 'ى أولا » ثم تعنم 
النعائج إلى بقية 77 . لذلك فن المرغوب فيه الإبقاء على الفئات المنشئة 80 صغيرة قدر استطاعتنا . وتعتمد 
مسألة إحاد الفئة المنشئة الأصغر لفضاء خطى على فكرة الاستقلال النطى وهى الى سندرسها فى هذا القسم . 
إذا كانت ز/1 و7 ب ) خداك فئة من المتجهات ٠»‏ فإن معادلة المتجهات 


0 ع رلا + 00 + يايم ل رايم 
ا على الأقل حل واحد هو 
0حل,...,0 ديغ ‏ ,0ح نم 
إذا كان هذا هو الحل الوحيد » فان 'ى تسمى فثة مستقلة خطيا . إذا كانت هناك حلول أخرى 
فإن 5 تسمى فثةغير مستقلة خطياً . 


16. 


مشال )01١(‏ : 
فئة المتجهات 0 72 5-0 حيث 
(5,8 ,1 - ,7) ع ون (1- ,2,5 ,1) ع وأ ,(0,3 ,1ح 2) د نر 


غير مستقلة خطيا حيث أن 0 ع وو يو + 391 
مثال (؟) : 
كثيرات الدود تر ع3 + ]ع وم ,2 نل «3 + 5 د يمإ - | ع رم 
تكون فئة غير مستقلة خطيا ق و2 حيث أن © ع وم2 + وم - ره3 . 
مشال )١7(‏ : 
اعتبر المتجهات (1,0,0) > 1 ,(1,0 ,0) ل ١‏ ([0.0,1) -< كا 
من 23 . بدلالة المركبات فإن معادلة المتجهات 
0 دعام + زغ دام 


(0,0,0) ع (! ,0 ,0)يك + (1,0 ,0)يم + (1,0,0)ي/ 


تصبح 
أو بصورة مكافئة (0,0 ,0) > ذو بو مرة) 
أى 0ع 0 دين و دم 
وإذن الفئة (ط ,ل ,ؤ - 5 مستقلة خطياً . ويمكن استخدام برهان ماثئل لإثبات أن المتجهات 
لل 0,0 ب0) كيهب [0 ,0 بل ,0) ع يع ,(1,0,0,..:0) د رع 


تكون فئة مستقلة خطياى "28 . 


مقال (4) : 
حدد ما إذا كانت المتجهات 
(3,2,1) ع وو (5,6,!1) ع يط (2,3-,1)- لم 
تكون فئة مستقلة خطيا أم فئة غير .مستقلة خطيا . 
الحسل : بدلالة المركبات فإن معادلة المتجهات 


0 ع ولاوم + يلاوم + ليم 


١6١ 


تصبح 
(0,0,0) > (1 ,2 رتاوم + زاح ,6 ,كتارم + (3 ,2ح ,أ)نم 
أو بصورة مكافئة 
(0.0.0) > زوم يغ غ3 بوغ2 ع ي64 + ,غ2 دريا3 + زد + م) 
تعطى مساواة المركبات المتناظرة 


3-0 ياد + م 
0 - غ2 + ,غ6 + )2- 
0م جيم ديق 


لذلك فإن ,؟ » ي» » ولا تكون فئة غير مستقلة خطيا إذا كان هذا النظام حل غير تافه » أو تكون 
فئة مستقلة خطياً إذا كان له فقط الحل التافه . حل هذا النظام نمحصل على 


فالنظام له حلول غير تافهة وتكون ولا » ٠2‏ » 91 فثة غير مستقلة خطياً ٠»‏ وبديل لذلك كان بامكاننا 
إثبات وجود حلول غير تافهة بدون حل النظام ولكن باثبات أن مصفوفة المعاملات #ددها يساوى الصفر 
ومن ثم غير قابلة للانمكاس ( تحقق من هذا ) , 
الفظ « غير مستقلة خطيأ » يعطينا فكرة أن المتجهات تعتمد على بعضها البعض بطريقة ما . لكى 
نرى أن هذا هو الحال بالفمل » نفرض أن [م7 ,... ,و رولا ) ح فى فثة غير مستقلة خطيا . لهذا 
فإن معادلة المتجهات 
0 عونم ل ل وحوم ل رلار1 


لها حل آخر غير 0 م4 > ... ح وم > 6 وبالتحديد نفرض أن 0 م ضرب كل من 
الطرفين فى :1/6 وال بالنسبة إلى و7 يمطيان 


1 20 506 
7 1 رم 1_2 
لذلك .مكن التعبير عن ,* كثركيبة خطية من المتجهات الباقية يه ولا 6 ...ا 6 م183 . ترك 
كتمرين إثبات أن أى فئة من متجهين أو أكثر تكون غير مسعقلة خطيا إذا وفقط إذا كان أحد المتجهات 
تركيبة خطية من بقية المتجهات . 
يعطى المثالان التاليان تفسير ! هندسيا للاعيّاد المطى فى 22 او 3ه . 


1١ه‎ 


مثال (096) : 

يكون المتجهان ,” » و7 فثة غير مستقلين خطياً إذا وفقط إذا كان أحد المتجهين مضاعفا قياسيا 
للآخر , لمعرفة السبب ء نفرض أن [ج؟ رن« ح فى فئة غير مستقلة خطيا. حيث أن معادلة المتجهات 
وعد رورم وعم لما حل آخر غير 0 عد م/م > ر»# فيمكن إعادة كتابة هذه المعادلة كما يل : 


1 1 
372 (-) 5ع أو 37 غ-) 1 


ولكن هذا ضير نا بأن .7 مضاعف قياسى للمتجه ع" أو أن د؟ مضاعف قيامى للمتجه 71 . و العكس 
متروك كتمرين . 

وينتج أن أى متجهين فى 82 أو 83 يكونان غير مستقلين خطيا إذا وفقط إذا وقعا على نفس.المستقيم 
المار بنقطة الأصل (شكل ؛ - 56). 


)2 © )ع( 
( شكل ؛ - ١‏ ) ( ج) مستقلان خطيا (ب) غير مستقلين خطيا (أ) غير مستقلين خطيا 


مشال (05) : 

إذا كان ,لاء ولا » دل ثلاثة متجهات فى 823 فإن الفئة إولا ,د؟ ,491 ح 35 تكون غير مستقلة 
خطيا إذا وفقط إذا وقعتالمتجهات الثلاثة ى نفس المستوى المار بنقطة الأصل عندما توضع نقط بداية 
المتجهات عند نقطة الأصل ( شكل »؛ - + ) . لإثبات هذا » تذكر أن ,« » د« » و”؟ تكون غير مستقلة 
خطيا إذا وفقط إذا كان أحد المتجهات عل الأقل تركيبة خطية من الإثنين الباقيين أو بصورة مكافئة إذا 
وفقط إذا كان أحد المتجهات على الأقل فى الفضاء المنشأ من الاثنين الباقيين . و لكن الفضاء المنشأ من أى 
متجهين فى 23 هو إما مستقيم مار بنقطة الأصل » أو مستوى مار بنقطة الأصل ٠‏ أو نقطة الأصل نفسها 
( مرين ١١‏ ) وفى أى حالة يقع الفضاء المنشأ بواسطة متجهين ى 25 داما فى مستوى مار بنقطة الأصل . 


؟16 


نتم هذا القسم بنظرية تثبت أن أى فثة مستقلة خطيا فى ”8 .مكن أن تحتوى على الأكثر # من 
المتجهات . 


)0( )ب 0ع( 
( شكل ؛ 7 ) ( ج) مستقلة خطيا (ب) غير مستقلة خطيا (أ) غير مسعقلة خطيا . 


نظرية 5 : افترض أن (م9,. . . ,و9 ,و4 ح ى فئة من المتجهات فى ”8 إذا كان م < م 
فإن 5 تكون غير مستقلة خطيا. 
الإثبات : افرض أن 
(مزث مح مور مرر8) 2ت رو 


(رروظا 2 ورو0) > ولا 
لورلا ونح وومنا وورا) اا 


اعتبر المعادلة 
0 ع روا + ل يلوم ل رايم 
إذا عبرنا » كما أوضحنا فى مثال 14 » عن كل من طرق هذه المعادلة بدلالة المركبات ثم ساوينا 
المركبات المتناظرة فإثنا نحصل على النظام 
0د اين + ٠٠١‏ + وايرة عد يورت 
0 ع عاورة + ٠.٠١‏ ل واوون عد رعاورن 
0 جح اين ج٠٠‏ له وطليروه عد راوون 
وهذا نظام متجانس من 8 من المعادلات فى م من المجاهيل ,6 » و6 »... » م6 حيث أن م < م 
فينتج من نظرية ١‏ بقمم -1١‏ م أن للنظام حلولا غير ثافهة لذلك تكون [ 1" , 71,72 ح ى فئة 
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بوجه خاص تخبر نا هذه النظرية أن أى فئة من 22 بها أكثر من متجهين نكون غير مستقلة خطيا . 
وأى فئة فى #3 بها أكثر من ثلاثة متجهات تكون غير مستقلة خطيا . 


تمارين ؟ - 5 
١‏ - اشرح لماذا يكون ما يل فئات غير مستقلة خطياً من المتجهات ( حل هذا القّرين بمجرد النظر ) م 
(!) ,)عرس (6-يق) د يه لق 86, 
(ب) (2,3) درس (5,8-) عديس١‏ (6,1) ع ديه 3 82 , 
( ج) 2ب ع3 +24 عدروء 2ب3 عرو لل 6 عد وم اق وط, 
ده ملاعم اع | !]دم ذه 


؟ - أى من المتجهات ى 83 التالية تكون غير مستقلة خطياً ؟ 


)غ0( (4- ,10 ,2) ,(3,6,2) هباح ,2) 
5 (3- ,4,0) ,(كا- ,2) ,(3,1,1) 
0( 11,4 للح 0 ,6) 


(د) زل-2,) ,(5,6.3) 6,1,4 (1.3,3) 
م - أى من الفثات التالية من المتجهات ى 4 تكون غير مستقلة خمليا ؟ 


(1) (6,ة- ,3,0) ,23,11 ,0) (2,0-,2- ,0) ,(2- ,2,1 ,1) 
(ب) ‏ (3,0-,6,3) ,(2 ,0,0 ,6) ,(0 ,2,4 ,2) ,(0 ,8 ب4- ,4) 
() (5,5 ,0 ,قت) ,(6 ,6 ,0 ,0) ,(0 ,0 ,4 ب4) 
(د) (3,7,8.3-) ,(اركرتبا-) ,(2با- .2 ,6) (3.0,4.1) 


- أى من الفئات التالية من المتجهات ى يط تكون غير مستقلة خطاً ؟ 


)ع2 تبره م10 + 2 222 + جرم + 3 إ2ير4 + عر -2 
ب 2برخ 4 ,تبرق ب بر 2 ,تبر ل بر + 3 
( تبره دير + 1 ,تير 6 


(د) غبر عر2 + 7 ,تبرق + جرم + 5 ,تبره بعر ,ثبرق + ع3 + |1 


.,. افرض أن 8 هو الفضاء المعلى لجميع الدوال ذات القيم الحقيقية المعرفة على المستقيم الحقيق بأكله‎ - ٠ 
أى من الفثات التالية من المتجهات ى 7 تنكون غير مستقلة خطياً ؟‎ 


)غ0( عد 2ومه ,عد رو 2,4 ب :“ا 205 ,كا 
١‏ 2 ملو نا قز .1 ( د ) عر تومه ,عد تمزو ,2 وم 
(ه) 2,3 + عع تلد + 1) لق 0,2 
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+ - افرض أن ,7 ء ىو » و" متجهات ى تر ميث تكون نقط البداية لما عند نقطة الأصل . فى كل 
جزء حدد ما إذا كانت المتجهات الثلاثة واقعة فى مستوى . 
() (0 با ,ا د ور2 ,1 بق ع ور 2- ,1,0) د رو 
(ب) (60-,0,7) > وور(ة ,2 ,4) 2 رو ره ,1 - ,0 - 
- افرض أن 720 و37 متجهات ى 23 بحيث تكون نقط البداية لها عند نقطة الأصل . فى كل 
جزء حدد ما إذا كانت المتجهات الثلاثة واقعة على نفس المستقيم . 
(أ) 1ل ء) كت وك فد ,2 د زوه ,3 د رو 
(ب) 6- م > وت له ب1ا- ,4 د رو 
(ج)42- ,3- ,2-) ك ونرل4 ,2,3) د ورررة ,4,6) د رو 
م- لأى قيم ( الحقيقية تكون المتجهات التالية فئة غير مستقلة فى 3ر ؟ 
5-5 4 - ط- به4-) - ط- 4 به) درو 
4 - اعتبر زير؟ ,...,72 ,و9 ) ح ا فئة متجهات فى فضاء خطى ”1 . أثيث أنه إذا كان أحد المتجهات 
هو المتجه الصفرى فإن 8 غير مستقلة خطيا. 
٠‏ - إذا كانت 1و7 ,و7 ,891 فئة مستقلة خطيا من المتجهات فأئهتر أن 
(95) لمة 57 لما كف وزو لوو 1 
أيضاً فئات مستقلة خطيا . 


١‏ - إذاكانت (ير9 ,...,و؟ ,90 ) ح كى فثة مستقلة خطيا من المتجهات » فأثبت أن كل فئة ضطلية 
جزلية من ا بها متجه أو أكثر تكون مسنتقلة خطيا . 


؟١‏ - إذا كانت وا ,و؟ ,و9 فثة غير مستقلة خطيا من المتجهات فى فضاء خملى ”3 » فأثبت أن 
7314 ,91 ريل أيضاً فئة فئة غير مستقلة خطيا حيث ا أى متجه آخر فى ا . 


د إذا كانت زرا ,. ,و7 ,نم4 عدي فئة غير مستقلة خطيا من المتجهات فى فضاء خطلى /[ 
فأثبت أن نل ,. . ٠‏ ووجم3 ,. ٠ ٠‏ ,ولا ,و9) أيضاً غير مستقلة خطيا حيث يبرل © ١.‏ . © و9 
أى متجهات أخرى فى 7 . 


. أثبت أن أى فئة بها أكثر من ثلاثة متجهات من .وم. غير مستقلة خطيا‎ - ١4 


٠‏ - أثيت أنه إذا كانت [ج؟ و 9؟ مستقلة خطيا وكان و7 ليقع ؟ 9 ها فإن زو نيه 


5( - أثبت أن أى فئة من متجهين أو أكثر تكون غير مستقلة خطيا إذا وفقط إذا كان أحد المتجهات 
مكن التعبير عنه كثركيبة خطية من بقية المتجهات 


101 


باو أثبت : الفضاء المنشأ من متجهين فى 23 إما مستقيم مار بنقطة الأصل أو مستوى مار بنقطة الأصل 
أو ثقطة الأصل نفسها . 

م - (للقراء الذين درسوا حساب التفاضل ) . افترض أن 8 هو الفضاء الحطى للدوال ذات القم 
الحقيقية. المعرفة على المستقيم الحقيق بأكله . إذا كانت مء عم ء ط متجهات ى 77 بحيث تكون 
قابلة التفاضل مرتين » فإن الدالة () «د حت » المعرفة بواسطة 

60م 600و لمر 

700 60و وار 

700 ”و كر 


د )ور 


تسمى رونسكيان »مم 86 . أثبت أن #ء»مءعط تكون فئة مستقلة خطيا إذا لم يكن 
الرو نسكيان هو المتجه الصفرى فى 7 [ أى أن (): لاتساوى الصفر تطابقيا ] . 
و - (للقراء الذين درسوا حساب التفاضل ) . استخدم الرونسكيان ( ممرين ١8‏ ) لإثبات أن فئة 
المتجهات التالية مستقلة خطيا : 


(1) ,1 (ب) * سلوج يد 5م د سل ( ج) #عثير ميري (د) 2 1 


؟ اه الأساس والبعد 
نحن نفكر دائما فى أن المستقم ذو بعد واحدء والمستوى ذو بعدين والفضاء المحيط بنا ذو ثلاثة أبعاد . 
والهدف الأول هذا القسم أن تحمل هذه الفكره البديبية للبعد أكثر دقة . 
تعريف : إذا كان 7 أى فضاء خطى و م9 ,... ,و7 ون« ) ى فئة منهية من المتجهات 
فى 7 ء فإن ى تسمى بأساس للفضاء ”7 إذا كان 
)00( 5 مستقلة خطياً 
(؟) ى تنقى” لآ 
مثال (07؟) : 
أعثير (1 ,0 ,0 ,0) > © ب ب[0 0.0 ,1 ,0) 2 يه ر(0 ,0 ,0 ,1) > يع . فى مثال؟ 
أثبعنا أن (,ه ,. . . وه ره 5-4 فئة مستقلة خطيا فى 87. حيث أن أى متجه (يرنا ,... ,02 ,ونا) عو 
فى 7 يمكن كتابته على الصورة يرهيرنا ل ... لل يهون + يعون ع و فان 5 تنثى” ك2 و لذلك 
تكون أساساً . وتسمى بالأساس المعتاد للفضاء "2 . 
مشال (8) : ' 
اعتير ( 1,2,1 ) جح يواء ( 0 ) ح روء (3,3,4) ح وو . أثبت أن الفئة 
71و 9 عاق تكون أساساً القضاء 23 . 


1١6ه/‎ 


الحل : لإثبات أن ى تنشى' 3ه » يجب أن نثبت أن أى متجه اختيارى (وط روط ,80) - 8 
يمكن التعبير عنه كركيبة خلية 
)43( وااو + يلاوم + رورغ اط 

من المتجهاث الموجودة فى كر . التعبير عن (4.3) بدلالة المركبات يعطى 


(4 ,3 رقاو + (2,9,0)ي + (2,1 ب1)رك > (وط روط برة) 


ك5 
1 (واك + يارو/ة + 91 + ,26 رو/ة + ي/2 + يم) > (وط روط ررة) 
و 
رطع غ3 + 2/1 + ب 
(4.4) و ع و3 + يو + 2/6 
و6 د وله + 3 


لذلك لإثبات أن 5 تنشى' 8 يحب أن نوضح أن النظام (4.4) له حل لحميم الاختيارات 
(65 رو ,و5) > ١‏ . لإثبات أن 8 مستقلة خطيا يحب أن نثبت أن الحل الوحيد للمعادلة 
)4.5( 0 عد وووم + يليم + رليم 
هو 0ع وم ديك دغ . 
كا سبق إذا عبر نا عن (4.5) بدلالة المركبات » فإن تحقيق الاستقلال يختزل إلى إثبات أن النظام 
المتجانس 
0 ع وك3 + ي2/4 + )م 
(4.6) 0 ع غ3 + يغ9 + 211 
0م عه + 7 


له فقط الحل الصفرى . لاحظ أن النظامين (4.4) ٠‏ (4.6) طا نفس مصفوفة المعاملات . لذلك من الأجزاء 
(أ) » (ب) ١‏ (د) من نظرية م١‏ فى قسم ١‏ - 7 مكئنا فى نفس الوقت إثبات أن 5 مستقلة خطيا 
وتنشى"' 23 باثبات أن مصفوفة المعاملات 
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و ف "9 12 دار 

4 10 
فى النظامين (4.4) » (4.6) قابلة للانمكاس . حيث أن 


3 2 1 
1- -|3 9 2 (م)اعل 
4 10 


فينتج من نظرية 5 فى قسم + - م أن 4 قابلة للانمكاس . هذا فإن 5 تكون أساسا للفضاء 25 , 


1١648 


مشال (94) : 
الفئة د ,ب ,2 رد 1 ح ى تكون أساسا الفضاء الحطى 5 المعرف فى مثال ١‏ . من 
مثال ٠ ١8‏ المتجهات الموجودة فى 5 تثثى* رط . لإثبات أن ى مستقلة خطيا » نفرض أن تركيبة خطية 
ما من متجهات 5 هى المتجه الصفرى » أى أن 
)47( 20 "بويع الال ل ورين لون 
يحب أن نبين أن 0 حديه ح ... ح رم عدوم . من عل المبر كثيرة الحدود غير الصفرية من 
درجة « لا على الأكثر « من الحذور الختلفة . حيث أن (4.7) متطابقة فإن كل قيمة من قيم # 
تكون جذرا للطرف الأيسر . وهذا يحم أن 0 د ديه -... حاويه ح ىه وإلا كانت 
ارين الى ل ديم عد وم لها أكثر من # من الحذور . على ذلك تكون 5, مستقلة خطيا . 
الأساس :5 ف هذا المثال يسمى بالأساس المعتاد للفضاء ,ل . 


00 060 00 10 
1 1-م [ ؟]-م [ن 6]-* [0 6]-” 


الفثة ( 04 وول ,ول .6 ) - فى تكون أساسا للفضاء الى ج16 المصفوفات من التوع 2 26 . 
لإثبات أن 5 تنشى' دم » لاحظ أن المتجه ( المصفوفة ) الُوذجى : 


يمكن كتايته على الصورة 


في 1ه 
1 10*40“ لمهه م0“ لهء 
يلقل ديلل + ياططة + رللله - 


لإثبات أن 3 مستقلة خطيا » نفرض أن 
0 ع بالك + ولق + راقط + راطه 


أى أن 1 15 |“ +0 +0 06 10 
فيكون 0 26 | 


ومبا 0 -»4 دم آم ع م وعليه تكون 5 مستقلة خطيا . 


١65 


مفال (05) : 

إذا كانت م؟ ,. . . ,:؟ ,49 ح 3 مجموعة مستقلة خطيا فى فضاء خطى 8 فإن 87 تنكون أساسا 
إلفضاء الحزقُ (5) فط حيث أن اق مستقلة ومن تعريف (5) هفل . غان 5 تنشى" (8) هلا . 

أى فضاء خطى غير صفرى: 71 يسمى فضاءا ذ! بعد منتهى إذا كان يحتوى فثة منتبية من المتجهات 
زير؟ ....,72 ,9 الى تكون أساساً . إذا لم توجد مثل هذه الفعة فإن ”7 يسمى بفضاء ذى بعد لا نها. 
بالاضافة إلى ذلك سوف نعتبر الفضاء الحطى الصفرى كفضاء منهى الأبعاد عل الرغم من أنه لا يوجد له 
أى فئة مستقلة خطيا ومن ثم ليس له أى أساس . 


١ : )"0( مثال‎ 

من الأمثلة ام نع .١م‏ تكون ”#لء يط ٠‏ 21و84 فضاءاث خطية محدودة البمد , 

تعطينا النظرية التالية المنى لمفهوم البعد للفضاء الخطى . ومنها سوف تحصل على واحدة من أهم النتائج 
فق الخير اللطى . 

نظرية 7 : إذا كانت زير9 ,. . 5 "5 أساساً لفضاء خطى 7 » فإن أى فئة بها أكثر 
من 7 من المتجهات تنكون غير مستقلة خطيا . 


الإثبات : افرض ير" ,. . . ,و" ,»4 ح كر أى فئة من 7# من المتجهات فى ”1 حيث < 1م 
نرغب فى إثبات أن “8 غير مستقلة خطيا . حيث أن [ير9,. .. ,92 ,و9 ح- 5 تكون أساسا 
فإن ر,* يمكن أن نعبر عنه كتركيبة خطيا من متجهات '5 وليكن 


ملاررة + ٠١‏ + ولثاريه + ولاريه ع رو 
4.8 «لأورك + ٠*٠"‏ ل ولاوية + الوه ع 


3 
١ 


ا طخ م جه 2 6 00 > راو 
لإثبات أن *ى غير مستقلة خطيا يحب أن نوجد أعدادا قياسية ,/ » وي » . . . » ,6 ليست جميعها 
صغرية حيث يكون 
)4.9 0 يليا + 20١‏ ل ولاوط ع رليم 
باستخدام المعادلات الموجودة فى (4.8) يمكننا إعادة كتابة (4.9) على الصورة 
لالسرعيطا + ٠:0‏ + وريمي/ + ررمم) 
ولالسروميك + 000+ ويميغ + ريم )) + 


0ت والرورفكط + +٠٠١‏ ويهي! + م04 ؟) + 


وبذلك تختزل مسألة إثبات أن 'ى غير مسعقلة خطيا إلى إثبات أله توجد يا ء ج46 2...ء ورك 
ليست جميعها أصفارا » حيث تحقق 


0ح اوه ع ٠00‏ ل وطأورره عد رطررن 
410 0 عقون ع ٠00‏ + يطويه + ركروه 
0ح لانن +000 + ياوه طلم 


حيث أن الجاهيل فى (4.10) أكثر من الممادلات فإن البرهان قد اكتمل » حيث أن نظرية ١‏ من 
قسم ١‏ - م تضمن وجود حلول غير ثافهة . 


باستخدام هذه النظرية محصل على النتيجة التالية : 
نظرية م : أى أساسين لفضاء خطى ذى بعد مشهى هما نفس العدد من المتجهات , 


الإثبات : افترض أن ل ال 0 سن أساسان 
لفضاء خطى ذى بعد منتبى /7 . حيث أن 5 أساس و “5 فئة مستقلة خطيا » فإن نظرية ١‏ تحمم أنم ك5 هم 
بالمئل حيث أن ”ى أساس و '5 مستقلة خطيا فيكون أيضاً لدينا 7ك « وإذن م حد رم . 


مثال (80م) : 

الأساس المعتاد للفضاء 4 يحتوى © متجها ( مثال لام ) . ذا فإن أى أساس للفضاء "ير 
يحتوى # متجها . 
مثال (4") : 


الأساس المعتاد للفضاء ررم يحتوى 1 ل # متجها ( مثال 4م ) ع لذا أى أساس للفضاء بر 
محترى 1 +7 متجها . 

وعدد المتجهات فى أساس فضاء خطى ذى بعد منتبى كية لطا أهمية خاصة . من مقال ## ٠‏ أى أساس 
للفضاء 282 به متجهان وأى أساس للفضاء 23 به ثلاثة متجهات . حيث أن 822 (المستوى ) بدهيا ثنالق 
البمد و #3 بدهيا ثلاتى البعد » فيكون بعد كل من هذه الفضاءات هو نفس عدد المتجهات الى تظهر ق 
أساساته . وهذا يقترح لنا التعريف التالى . 

تعريف : بعد فضاء خطى ”1 ذى بعد مشهى يعرف بأنه عدد المتجهات فى أساس للفضاء 37 . 
بالإضافة إلى ذلك » نعرف أن الفضاء الخطى الصفرى له بعد صفرى . 

من المثالين مم » 4م يكون 8 فضاءا خطياً له # بعد » ويكون ي2 فضاءا خطيا له 1 ١‏ #4 بعد . 


كا 


مثال (0") : 


حدد أى أساس والبعد لفضاء الحل للنظام المتجانس 


0 ع وعر 4 وعد ح ي2«8 + 2*0 
0 > ويا + ي«3 - و28 + يكير 3*1 
0 ح وع تبت و28 سد يا ل إن 
0 > وعد ىا + ونير 


الحل : من مثال م فى قسم ١‏ - م قد أثبتنا أن الحلول :على بواسطة 


+ > ولزر 0 ع بعد 4 و« 5 ع يريد #-و 1 
لهذا فإن متجهات الل بمكن كتابتها كا يلى : 
1 1 4 5 0 1 
0 إا- 0 5 0 د 
]اع + [0 |د 1 01 1 و« 
0 0 0 0 0 4 
1 0 4 0 4 ود 
وهو ما يثبت أن المتجهين 
1- 1ت 
0 1 
1-]| ديو و 0 ان 
0 0 
1 0 


ينشئان فضاء الحل . حيث أنهما أيضاً مستقلان خطيا ( تحقق من هذا ) » فيكون (1؟ ,49 أساسا » 
ويكون فضاء الحل ثنان البعد . 


وبصفة عامة لإثبات أن فئة من المتجهات إي,7 ,... ,:7 ,.49 تكون أساسا لفضاء خطى 7 يحب 
أن نثبت أن المتجهات مستقلة خطيا وتنثى* 77 ء إلا أنه إذا حدث وعلمنا أن 8 من بعد # ( وإذن تحتوى 
الفثة لزير؟ ,. ... ,د 47,9 العدد الصحيح من المتجهات فى الأساس ) » فيك أن نتأكد إما من الاستقلال 
الخطى أو من الإنشاه وسوف يتحقق الشرط الباق تلقائيا . وهذا هو محتوى الخزءين (أ) » (ب) من 
النظرية التالية . الحزء ( د ) من هذه النظرية ينص على أن أى غثة «ستقلة خطياً تكون جزءاً من أساس للفضاء 37 . 


نظرية 9.: 


(1) إذا كانت (ي؟ ,... ,و؟ ,؟) ح كى فثة مستقلة خطيا من 8 من المتجهات فى فضاء ل[ 
من بعد # فإن 5 تكون أساساً الفضاء 7# . 


1 


(ب) إذا كانت ى؟ , ... , و9 , ن؟ ] حدى فئة من © من المتجهات بحيث تنشى' فضاءاً لآ 
من بعد « فإن 5 تكون أساسا للفضاء 7 . 

( ج) إذا كانت م9 ,. . . ,و؟ ,رو ح 5, فئة مستقلة خطيا فى فضاء # من بعد #6 وكان م > م» 
فإن 5 بمكن توسيعها إلى أساس للفضاء 1 أى أنه توجد متجهات .م7 » . . . » بر؟ بحيث 
تلكوت (ى7 !1 و7 رب وه رولا أساساً الفضاء 37 . 


نثّر ك الإثباتات كار ين , 
مشال (5م) : 

أثبت أن (7 ,3-) ص روء (5 ,5) ح ايو تكون أساساً للفضاء 22 . 

الحل : حيث أن أيا من المتجهين ليس مضاعفا قياسيا للآخر . فإن (72 ,47 > 5 تكون 
مستقلة خطيا . حيث أن 82 ثنان البعد » فإن 5 تكون أساسا الفضاء 82 من الحزء ( أ) من نظرية 4 . 
تمارين 4 ام 


١ذ-‏ شرج لماذا لا تكون الفئات التالية من المتجهات أساسات للفضاءات اللطية المشار إلمها 
( حمل هذا الدرين بمجرد النظر ) . 


(!) تناع يساته د يسرة ل د بن الأضاء ثم 
زب (6.!.1) ع ين .(2 ,1,3 -) درن للفضاء 23 
١(ج)‏ اعد يمةم +ع +ا ع يم للفضاء يم 


ده 1 


1 7 
لد موه . [! 7] 


5 
| 
لخم 
لدابم 
ا 
نشكا 
| 


؟ - أى من الفثات الثالية من المتجهات تكون أساسا للفضاء 2م ؟ 
(0)1 2.113.090 (ب) 8 ,7-)رزاي4ا ( ج)(0,91)1:3) (دع 12د ب4-اءروط) 
م ب أى من الفئات التالية من المتجهات تكون أساساً للفضاء 3م ؟ 


 )1(‏ 1.0.01,2.2,4(,)3.3.33) زب (1,.4.8) .4.2.5.60 ,3.1ا) 
(ج-)2.10-,4.1.11)0) ١‏ .3-.2) (25)5 )براك .24) .4 .1.6 


ندل 


م - أى من الفئات الثالية من المتجهات تنكون أساساً للفضاء رط ؟ 


6 »7 - ]1 رتيرك بيع + | ,222 + »ع3 - | 
(ب) 2ج ع2 + 5 ,2ج جيه د إل قر جيم +4 
١ج‏ 2 قر بير إتير بعر 1 


(د) تمر بيه +ع 22 بر + 6 الر3 بعر و4 


هه - أثبت أن الفثة التالية من المتجهات أساس للفضاء ج84 . 
0 1 8- 0 1- 0 6 3 
2 1- '[4- 12- '[60 1- '[6- | 
5 د اعيبر [ر هو الفضاء المنشأ بواسطة 2 205 > ولأ د “ملو ع رلا رين 0052 ع را , 


(أ) أثبت أن زو ,نك ,و4 ع فى ليست أساسا للفضاء ”3 . 
(ب) أوجد أساساً لفضاء 37 . 


فى المّارين با - ١١‏ أو جد البعد و أساسا لفضاه امل للنظام . 


لا > 0ح و3 + يعر ل ع2 م8 > 20 بير + وير + وير + 38 
35 و2 ل ركد 0 > ىنا > وير لل ويا ل إكاة 


9 م 20 و22 + وعد ل رعق ٠١‏ > 0 2ص ور ع راق - رير 
0 ع وناة + 4 0 ع و22 + يد6 - 20 
0 > ويره + و3 - يليد 0 > و3 + 9 - ,3 

١1ح‏ 0 يدر + وير ل وداه - ع2 2-0-1 لبر لمع 
0 - و2 + يدة - ريد 2-0 سبر2 + ع3 
0 > بير - و2 ي«2 - 2-0 شره- ع2 
0 ع يعدا + 3 + ريد 0 ع ج32 برق + بره 
0 ىع + ونا ح ي«2 ح و« ل ا 1 لله 


. 83 أوجد أساسات للفضاءات الحزئية التالية من‎ - ١ 


“() المستوى 0- 32 + بر2 - +3 


(ب) المستوىق 0 دير كيد 
2 ح- ند 
(ج) امسقم + >0 > 6د مدر 


)4 دع 


)دج جميع المتجهات الى على الصورة (©,شمه) حيث م + هد 5 ., 
155 


. أوجد أبعاد الفضاءات الحزئية التالية من “ل‎ - ١+ 
. )6, 8, 6, 0( أ) جميع المتجهات الى عل الصورة‎ ( 
. ٠» - ب) جميم المتجهات الى على الصورة (4 ,© ,ط ,4) حيث 8 + © ع 4 » 6-ه‎ ( 
م( جميع المتجهات الى على الصورة (4,عرطر,ه) حيث 4 عه -8- ه.,‎ 


و - أوجد بعد الفضاء الحزئى من و8 الذىيتكون من جميع كثير ات الحدود “متو ه-ل ديه دده وم 
الى فها 0 -4. 


- اعتير (95,:؟ ,9 4 أساساً للفضاء اللطى 7 . أثبت أن ل وه رونا ررد ) أيضاً أساس حيث 


ولاح رقا ء ولا لل رلا ع وقا ء ولا ا ولا حك ا عد ولا . 


٠‏ - أثبت أن الفضاء الحطى المكون من جميع الدوال ذات القيم الجقيقية المعرفة على المستقيم الحقيق 
بأكله لا نمال البعد ( إرشاد : افرض أنه ذو بعد منبى ‏ ثم احصل عل تناقض بتقدم 1 + م 

م - أثبت أن الفضاء الحزئى لفضاء ذى بعد منّبى يكون ذا بعد منبى . 

و١‏ - افترض أن ل[ فضاء جز لفضاء خطى 17 ذى بعد منتبى . أثبت أن بعد (7) < بعد (37) 
(إرشاد ٠:‏ 7 ذو بعد منتهى من تمرين 18) . 

٠‏ - أثبت أن الفضاءات الحزئية الوحيدة الفضاء #83 هى المستقيات المارة بنقطة الأصل » المستويات 
المارة بنقطة الأصل » الفضاء الحزنٌ الصفرى ء #3 انفسه ( [رشاد : من تمرين ١9‏ يجب أن تكون 
الفضاءات الحزئية الفضاء 23 صفرية البعد » أحادية البعد » ثنائية البعد أو ثلاثية البعد) , 

. 9 أثبت الحزء (1) من نظرية‎ - ١ 

, 9 أثبت الحزء (ب) من نظرية‎ - ٠١ 

مم - أثبت الحزء (ج) من نظرية ه . 


1 5 فضاء الصفوف وفضاء الاعمدة لمصفوفة ‏ الرتبة ل تطبيقات على 
أيجاد الأساسات 


سوف ندرس فى هذا القسم بعض الفضاءات الخطية المتعلقة بالمصفوفات وسوف تعطينا النتائج طريقة 
بسيطة لإيجحاد الأساسات باختز ال المصفوفة المعينة إلى الصورة الصفية المميزة . 


16 


- الجير الخطى 


تعريف : اعتير المصفوفة من النوع 8 © 78 


س4 555 412 4110 
الال ننه 22م 42 1-0 
0 كك ذلك 


تسمى المتجهات 
ل كن 
(ررو0 ٠.0‏ ,622 مرو©) - ور 
(رورة دد د ؤس منر») > برك 


المكوئة من صفوف 4 بمتجهات الصفوف المصفوفة 4 وتسمى المتجهات 


411 24212 61 

م02 022 021 
ا ا بي الل ا 0ن الحدأت 

4 كك‎ 0١١ 


المكونة من أعمدة 4 بمتجهات الأعمدة المصفوفة 4 . ويسمى الفضاء المز من 8 المنشأ من متجهات 
الصفرف بغضاء الصفو ف المصغوفة 4 . ويسمى الفضاء الحزئى من ”87 المنشأ من متجهات الأعمدة بفضماء 
الأعمدة المصفوفة 4 . 
مثال (0") : 

لمكن 


فتكون نتجهات الصفوف المصفونة 4 هى 
ب(2,1:0) تلع د 14-,3) - ير 
ومتجهات الأعمدة المصفوفة 4 هى 
2 | 
عه« اكه 


ستساعدنا النظرية التالية فى إيحاد أساساث للفضاءات اللطية . و سنجل إثباتها إلى نهاية القمم . 


لفن 


نظرية ٠١‏ : العمليات البسيطة على الصفوف لا تغير فضاء الصفوف لمصفوفة . 

ينتج من هذه النظرية أن فضاء الصفوف لمصفوفة 4 لا يتغير باختز ال المصفوفة إلى الصورة الصفية 
المميزة . ونظرا لآن متجهات الصفوف غير الصفزية على الصورة الصفية المميزة تكون دائها مستقلة خطيا 
( تمرين ١6‏ ) لذلك فإن هذه المتجهات الصفوف غير الصفرية تكون أساسا لفضاء الصفوف . وعليه 
نمحصل على النتيجة التالية . 

نظرية ١١‏ : متجهات الصفوف غير الصفرية فى الصورة الصفية المميزة لمصفوفة تكون أساسا 
لفضاء الصفوف المصفوفة 4 . 
مفال (م") : 

أو جد أساساً للفضاء المنشأ من المتجهات 

(0,5,15,10,0) د وى 2 (2,6-,3- ,قد ,2) د يذ 2 (2,0,0,3-,1) د رن 

(6 ,18,8 ,6 ,2) ع نلا 
الحل : الفضاء المنشأ من هذه المتجهات هو فضاء الصفوف المصفوفة 
3 20208000- 1 

2-5 -3 -20 6 
0 


0 5 15 
202065 18 86 


بوضع هذه المصفوفة على الصورة الصفية المميزة نحصل على ( تحقق من هذا ) 
3 00 0 1 


-2 
1 
0 
0 


© 5 ه66 


30220 
010 ] 
0 0 0 
متجهات الصفوف غير الصفرية فى هذه المصفوفة هى 
(0,0,1.1,0) ع و« (0,1,3,2,0) > يه (2,0,0,3- ,1) حرو 
هذه المتجهات تكون أساساً لفضاء الصفوف ومن ثم أساساً للفضاء المنشأ من ,7 91 2 و7٠‏ ه7 . 
ملحوظة : لقد كنا نكتب متجهات الصفوف لمصفوفة بصورة أفقية ومتجهات الأعمدة بصورة رأسية 


.( بصورة مصفوفات ) لأن هذا يبدو طبيعيا أن نفعله . ولكن على الرغم من ذلك لا يوجد أى سبب يدعونا 
إلى عدم كتابة متجهات الصفوف فى صورة رأسية ومتجهات الأعمدة فى صورة أفقية إذا كان هذا ملائماً . 


1 


على ضوء هذه الملحوظة يتضح أنه » فيا عدا التغيير هن الصورة الأفقية إلى الصورة الرأسية » فإن 
فضاء الأعمدة المصفوفة هو نفسه فضاء الصفوف للمصفوفة المحورة . لذلك بمكننا إبحاد أساس لفضاء الأعمدة 
للمصفوفة 4 بإبجاد أساس لفضاء الصفوف المصفوفة “4 ثم العودة بعد ذلك إلى الصورة الرأسية إذا رغبنا . 
مثال (5") : 


أوجد أساس فضاء الأعمدة للمصفوفة 
1 1 1220 
1 25 42]3 
3 1 1 2[ 


بالتسوير نحصل على 

1 1 
0 
1 
1 


دل 


انما ارم صن امم 


الاخئز ال إلى الصورة الصفية المميزة يعطى ( تحقق من هذا ) 


3 

(١ 2 
0 0 
0 0 


لذلك فإن المتجهين (0 ,3 ,1 ) و (2 ,1 ,0) يكونان أساسا لفضاء الصفوف للمصفوفة “4 أوبصورة مكافئة 


1 
0 
0 
0 


يكوئان أساساً لفضاء الأعمدة المصفوفة 4 . 
وتعد النظرية التالية و احدة من أهم النتائج الأساسية فى المبر الخطى . و نجل إثباتها إلى نهاية هذا القسم . 


نظرية ١+‏ : إذا كانت 4 أية مصفوفة فإن فضاء الصفوف وفضاء الأعمدة للمصفوفة هما نفس البعد , 


مثال )4١0(‏ : 
رأينا فى مثال م أن المصفوفة 


ل 


ها فضاء أعمدة ثناق البعد . وإذن تؤكد نظرية ١1‏ أن فضاء الصفوف أيضا ثنال البعد . لإثباث أن هذا فى 
الواقم ما يحدث تختزل 4 إلى الصورة الصفية المميزة فنحصل على ( تحقق من هذا ) 


حيث أن هذه المصفوفة ها صفان غير صفريين » فإن فضاء الصفوف المصفوفة 4 ثناق البعد . 
تعريف : بعد فضاء الصفوف وفضاء الأعمدة المصفوفة 4 يسمى برتبة 4 . 


مثال )4١(‏ : 
المصفوفة 4 ف المثالين وم » 4٠‏ رتبتها ؟. 
تضيف النظرية التالية ثلاث نتائج أخرى إلى تلك الموجودة فى نظرية ١‏ من قسم ١‏ - 7 ونظرية ٠‏ 
من قم « سد مال 
نظرية ؟1: إذا كانت 4 مصفوفة من النوع # ا , فان التقارير العالية متكافئة . 
(أ) 4 قابلة للاتمكاس . 
(ب) النظام 0 ح يدم له فقط الحل التافه . 
(ج) 4 تكاق' صفيا 7 
(د) النظام ١‏ ح يرك متوافق لأى مصفوفة ط من النوع 1 #6 . 
(ه) 0 عو يم) نعل 
(و) 4 رتيا #«. 
(ز) متجهات صفوف 4 مستقلة خطيا . 
(ح ) متجهات أعمدة 4 مستقلة خطيا . 
الإثبسات : سوف نبت أن (ج) . (و) » (ز) ء (ح) متكافئة بإثبات التقارير المتتابعة 
ب سه واه زا نه بح > ج. وهذا سوف يكمل البرهان حيث أثنا نعل بالفعل أن ( ج) تكاق” 
(أ)ء (ب) (م) (ه). 
ب انه و : حيث أن 4 تكاق' صفيا يم » وحيث أن ي/ لا # صف غير صفرى فإن فضاء 
الصفوف للمصفوفة 4 له : بعد من نظرية 11 . لذلك 4, رتبها هم . 
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أو بطريقة مكافئة 


: حيث أن 4 رتبها # » فإن فضاء الصفوف المصفوفة 4, له # بعد حيث أن متجهات 


الصفوف وعددها # للمضفوفة 4 تنشى' فضاء صفوف 4 »ع فينتج من نظرية 6 
فى قسم + - ء أن متجهات صفوف 4 مستقلة خطيا . 


: أفرض أن متجهات صفوف 4 مستقلة خطيا . لهذا يكون فضاء صفوف 4 له/ بعد . 


من نظرية ١١‏ يكون فضاء أعمدة 4 أيضاً له م بحد . حيث أن متجهات أعمدة 4 
تنشى' فضاء الأعمدة فإن معجهات أعمدة 4 مسعقلة خطيا من نظرية ؟ فى قسم 4 0ه . 


: افرض أن متجهات أعمدة 4, مستقلة خطيا . لهذا يكون فضاء أعمدة م له# بعد , 


ومن ثم يكون فضاء صفوف 4 له # بعد من نظرية ١7‏ . وهذا يعى أن الصورة 
الصفية المميزة الْدْتزلة للمصفوفة 4 بها # من الصفوف غير الصفرية أى أن جميع 
الصفوف غير صفرية . كا لاحظنا فى مثال 84 من قسم + "# فإن هذا بحم أن 
الصورة الصفية المميزة امْحدّزلة المصفوفة 4 هى ,,/ . لذلك فإن 4 تكاق' صفيا ,2 . 
من المهم أن نلاحظ أن نظرية ١‏ تريط معا جميع المواضيم الرئيسية الى درسناها 
حتّى الآن - المصفوفات » أنظمة المعادلات » المحددات والفضاءات الخطية . 


نيتم هذا القسم بنتيجة إضافية عن أنظمة المعادلات الحطية . اعتبر نظام المعادلات الخطية 


ط د عم 
رط إإعة ''' 412 210 
62|_ |« أزاميه ٠٠١‏ 2ه بريه 
5[ سالسة *** هسة امت 


بضر ب المصفوفتين فى الطرف الأيسر » يمكن إغادة كتابة هذا النظام 


41 وكلررة + 000 ل وكعاوره + ره 

4 رجه + :00 + ولاوج4 + 11 جه 

5 والبربرك ل 555 د ركورك عت عفاور 
4 1 412 411 
6 2 622 0421 
]25 ]يج +0.. + |22 |ي« + | .]يد 
5 2 2و2 اس 


حيث أن الطرف الأيسر هذه المعادلة هو تركيبة خطية من متجهات أعمدة 4 فينتنج أن النظام « ح يدهم 
متوافق إذا وفقط إذا كان 8 تركيبة خطية من متجهات أعمدة 4 لذلك نحصل عل النظرية المفيدة التالية . 


نظرية ١4‏ : نظامالمعادلات الخطية «ط ح 4م يكون متوافقا إذا وفقط إذاكان ١‏ فى فضاء أعمدة #4 . 


مادة اختيارية : 


إثيات نظرية ٠١‏ : افرض أن متجهات صفوف المصفوفة 4 هى ,”6 ج85 ...2 بيك * 
افرضص أن 8. تنتج من 4 بإجراء عملية بسيطة على الصفوف . سنثبت أن أى متجه فى فضاء صفوف 28 
يكون أيضاً فى فضاء صفوف 4 » وبالعكس أى متجه فى فضاء صفوف 4 يكون فى فضاء صفوث 8. 
.مكننا عندئذ استنتاج أن 4 » 8 لما نفس فضاء الصفوف . 


اعتير الاحالات : إذا كانت عملية الصفوف هى إبدال صفين فان 8 و 4 يكون هما نفس متجهات 
الصفوف ومن ثم نفس فضاء الصفوف . إذاكانت عملية الصفوف هىضر ب الصف فى عدد قياسى أو جمع 
مضاعف أحد الصفوف إلى الآخر » فإن متجهات الصفوف ,"2 » "5 » ... » ”5 للمصفوفة 8 تكون 
تركيبات خطية من ,5« » يم ...© بم# ولذا تكون فى فضاه صذوف 4.. حيث أن الفضاء الخطى مغلق 
بالنسبة إلى الجمع والضرب فى أعداد قياسية » فإن جميع التركيبات اللطية من حي" > اي" 2 .2.0 © و5 
ستقع أيضاً فى فضاء صفوف 4 . لذلك فإن أى متجه فى فضاء صفوف 8 يكون فى فضاء صفوف 4 . 


حيث أن 8 نحصل عليها من 4 بإجراء عملية صفوف » فإن 4 يمكن أن نحصل عليها من 8 


باجراء العملية المكسية ( قسم ١‏ - 0) . ذا فإن الشرح السابق يثبت أن فضاء صفوف 4 محتوى 
فى فضاء صفوف 8 . 


مادة اختيارية : 


إثبات نظرية ؟١:‏ أرمز لمتجهات صفوف 
م61 “5*5 612 211 


4 **' ج62 20421 
01 4-257 


مس8 *'' رسة إصس© 


بواسطة 


ااا 


افرض أن فضاء صقرف 4 من بعد #6 وأث (يط,... روط بيط) 2< يق هى أساس لفضاء الصفوف » 
حيث ‏ (ورط ,... ,رط ,,.ط) اب . حيث أن 'ى أساس لفضاء الصفوف فإن كل متجه صفوف 
.يممكن التعبير عنه كثركيبة خطية من عط يوطويط لذلك 

رطيت + 0ط اوطوين + رطين حم 

يطبي + +٠٠0‏ وطويه + رطروه > يم 


)04.11 
عطيره 02 + وطوون + رطرين حت ررم 

حيث أن المتجهين ى 8 يكونان متساويين إذا وفقط إذا كانت المركبات المتناظرة متساوية » فيمكن 

مساواة المركبة ثر من كل طرف من ( 11 .4) ل#صول عل 


زرطي» 3 009+ روطيك» + ررطين ع ريه 
زوطيرو© + +٠00‏ روطويه + ررطريه > روه 
١‏ ررطينن + ٠٠١‏ + روطوية + زرط" ع زمره 
أو بطريقة مكافئة 
614 622 للق لك 
6221 222 4 43 
(4.12) بأرية + 0+ إروط + 0 رطع 1 
١‏ 62 61 زم 


الطرف الأيسر من هذه المعادلة هو متجه العمود ثر للمصفوفة 4 و #,... ,2 ,1 ح تر اختيارية . لذلك 
فإن كل متجه أعمدة المصفوفة 4 يقع فى الفضاء المنشأ من المتجهات # فى الطرف الأمن من ( 12 . 4) 
لذاك فإن فضاء أعمدة 4ر له بعد < # . 


حيث أن 


مت بعد ( فضاء صفوف 4 ) 
فيكون لدينا 


بعد (فضاء أعمدة 4 ) < بعد (فضاء صفوف 4 ) (4.13) 
حيث أن المصفوفة 4 اختيارية “ماما » فإن هذه النتيجة تطبق على “4م . 
أى أن 
بعد ( فضاء أعمدة “4 ) < بعد ( فضاء صفوف “4 ) . (4.14) 


ولكن تحوير المصفوفة حول الأعمدة إلى صفوف والصفوف إل أعمدة » وإذن : 
فضاء أعمدة “4 ح- فضاء صفوف 4م 


تفن 


وأيضاً 
فضاء صفوف 4/7 - فضاءأعمدة 4م 


لذلك بمكن إعادة كتابة (4.14) على الصورة 
بعد ( فضاء صفوف 4 ) < بعد ( فضاء أعمدة 4 ) . 


من هذه النتيجة ومن (4.13) نستلتج أن 
بعد ( فضاء صفوف 4 ) - بعد ( فضاء أعمدة 4 ) . 


تمارين ؟ 5 
٠‏ - اكتب متجهات الصفوف ومتجهات الأعمدة المصفوفة 


َ 1 0 1- 2 
اه 7 5 3 
7 2 4 1 


فى المّارين ؟ - ه أوجد : (]) أساس لفضاء الصفرف » (ب) أساس لفضساء الأعمدة » ( ج) رتبة 


المصفوفة : ١‏ 
0 2 1 0 الك 1 
اهم « - |4046 20 4 د-]|ة 1 0 | 
8- 000 4 20012203 
و87 . ع2 م1 
2 0302660 0 
م دسدإه 4 2 2-3 
302065226523- 3 
535 10 10 3- 5 
5 - أوجد أساساً للفضاء الحزثئ من *22 المنشأ من المتجهات المعطاة 
 )2,0,2,-2(, )2, -1.3,2( 0‏ ,(قس ب4- ,1 ,1) 
ب( (9,0,0,3) ,(3,3,6,0) (2,0-,1 ,1 -) 


(ج) (3,0,3- ,0) (2,0,2.2-) (ل.1 ,0,0) (11.0,0) 
7 - حقق فى كل جزء أن فضاء الصفوف وفضاء الأعمدة هما نفس البعد ( كا هو مؤكد من نظرية ؟١)‏ . 
: 1 : : 4 7 5 3 7 
6 و و “1 (ب) |2- 1260 2 1 
8 9 5 1 4 
0 0-2 1 3- 
هم - (أ) إذا كانت 4 مصفوفة من التوع 5 ا 3 » فا هى أكبر قيمة ممكنة لرتبة 4 ؟ 
(ب) إذا كانت 4 مصفوفة من النوع « كا 72 فا هى أكبر قيمة ممكنة لرتبة 4 ؟ 


رذن 


و - فى كل جزء حدد ما إذاكانت 8 تقع فى فضاء أعمدة 4. وإذا كان ذلك » عبر عن ا كتركيبة 
خطية من فضاء الأعمدة : 


0 [مأ] - "ل باعه 


. (أ) أثبت : إذا كانت 4 مصغوفة من النوع 5 ا 3 فإن متجهاث أعمدة 4 غير مستقلة خطيا‎ - ٠ 
. (ب) أثبت : إذا كانت 4, مصفوفة من النوع 3 6< 5 فإن متجهات صفوف 4 غير مستقلة خطيا‎ 


(١‏ - أثبت : إذا كانت 4 مصفوفة غير مربعة فاما متجهات صفوف 4 أو متجهات أعمدة 4 تكون 
غير مستقلة خطيا . 


١١‏ - اعتير 
0 612 4 
623 0422 021 
أثبت : 4 رتبة ؟ إذا و فقط إذا كان واحدا أو أكثر من المحددات 


13© 42 |613© 6211| 412 6211م 


0 0 


ود 6422 أدج© 2216| ]دجت رجه 


لا يساوى صفرا . 

١١‏ - أثبت أن نظام المعادلات ط > ذم يكون متوافقا إذا وفقط إذا كانت رثبة المصفوفة الممتدة 
مساوية لرتبة 47 . 

.1١ أثبت نظرية‎ - ١4 


.07' أثبت أن متجهات الصغوف فى مصغوفة 4 منالنوع كا « وقابلة للانمكاستكون أساسا للفضاء‎ - ٠٠ 


7 الفضاء ذو الضرب الداخلى 

فى قسم غ - ١‏ درسنا الضرب الداخل الأقليدى فى الفضاء الخطى "2 . فى هذا القسم ستدخل مفهوم 
الضر ب الداخلى فى فضاء خطى اختيارى . وكنتيجة لعملنا سوف يكون باستطاعتنا تعريف مفاهيم ذات معى 
للزاوية والطول والمسافة فى فضاءات خطية أكثر تعمما . 

فى نظرية ؟ من قسم 4 - ١‏ جمعنا الحواص الأكثر أهبية للضر ب الداخبى الإقليدى . فى فضاء خطى 
عام يعرف الضر ب الداخل فرضيا باستعمال هذه الحواص. كفروض . 


لحن 


تعريف : الغرب الداخل عل فضاء خطى 8 هو دالة تعطى عددا حقيقيا (9.لا» لكل زوج من 
المتجهات نا ء ؟ من 7 بطريقة تجعل الفروض التالية متحققة لحميع المتجهات ١4‏ 0 2 »« ف الفضاء 77 
و لحميع الأعداد القياسية 5 


3 جه - روين» ( فرض الثائل ) 


؟ - (# ,م + زج رن ح رس ,م + ن>» (فرض العجميع ) 
7 7 ,نم - جو ب#0» (فرض التجانس ) 


49,0٠ <0 - +4‏ و 0ع «(49,0 ( فرض الإبجابية ) 
إذا وفقط إذا كان 0 و 
يسمى الفضاء الخطى ذو الضر ب الداخلى بقضاء ضرب داخل . 
المواص الإضافية التالية تنتج مباشرة من الفر وض الأربعة للضرب الداخل : 


)00 0 > ج0,» د درو 
( ؟ ) ١ن‏ + حارس د رول ونه 
زفق 450589-47 


نشبت (؟) ونارك (١)ء(5)‏ كتمرينين . 
(شرع + 6 د ارس + > (من المائل ) 
١لا‏ ,8« + نار - ( من التبميع ) 
(7 ,لام + <ابنا د ( من اسمائل ) 
شال (؟4) : 
تكن )برك ...و2 رولة) حت لا » (يرنا ,. . . رونا رولا) - 7 . من نظرية ؟ فى قمم 4 س١‏ 
يحقق الفر ب الداخل الإقليلى ‏ ,نين + ٠٠١‏ + ضيه + رضي - ٠١9‏ ح ١لا‏ ينا جميع فروض 
الضرب الداخل . 
مثال (47) : 
إذا كان (يث“ ري ) ع ها ء (وط رونا ح م متجهين فى 22 فإن 
و2 + رطرية ع جل ,نا 
يعرف ضرب داخل . لإثبات هذا » لاحظ أولا أنه إذا أبدلنا فى هذه المعادلة 8 » « فإن الطرف 
الأمن يبى كا هو . وعليه 
نف - يمدلك 
7و1 


إذا كان (ول«د ررس) ع مس فإن 
زوه ع )2 + ره + 30/1 عجارو + ل 
(وثلاوم2 + ونالر38) ع (ونااوي2 + رنالرة3) ح- 
اث د ادك - 
وهذا حقق الفرض الثاني . 


وأيضاً 
و«(و)2 + ,)3 ع 1ه 
)2082 + رمة3)م عد 
(9 ,)م د 
وهذا بحقق الفرض الثالث . 


أخيرا 
22 + 2ر30 ع ردره2 + رسرمة3 > 87 ,) 
وواضح أن 0< 2يم2 + شرن3 - جورم وأن 0- شرن + غرنة ع جررن 
إذا وفقط إذا كان 0 ح ون ح ون أى إذا وفقط إذا كان 0 > (ونا ,رن ) ح «. لذلك فإن الفرض 
الر ابع متحقق 8 
يتلف الضر ب الداخى فى هذا المثال عن الضرب الداخل الإقليدى فى 82 » وهذا يبين أن الفضاه 
المطى مكن أن يكون له أكثر من ضرب داخل واحد . 
مثال (44) : 
إذا كانت 
له ج]-» 1ه [2 ج]-» 
4 ولا 0 24 و8 
أى مصفوفتان من النوع 2 6< 2 فإن الصيغة التالية تعرف ضربا داخليا على ج14 ( حقق ذلك ) : 
ونابلا + وناونا حل ونايلا ع4 رنارلا ع ( ل[ ,ل1» 


فثلا إذا كان 


فإن 
16 - (4)2 + (3)03 + (2)0 + (1-)1 - (17 ,0ه 


١ك‎ 


مثال (48) : 
إذا كان 
“ديه + جيه ىه عام م تيرم + بزرط + وذ - عو 
أى متجهين ى و © فإن الصيفة التالية تعرف ضر با داخليا على و5 ( حقق ذلك) : 
وطيه + رطره + وطوه > (و ,م) 
مشال (45) : 
( للقراء الذين درسوا حساب التفاضل ) . 
لمكن («) مردم» (<«) و<- و كثيرقى حدود ى ب8 »2 عرف 
(4.15) »4 )04 )م أي - جوبيه 
حيث © » 5 أى عددين حقيقيين ثابين حيث يكون 5 > © . سوف ثثبث أن (4.15) تعرف ضرب 
داخل عل و 
(1) <م»» - عه وم )و ا - «ل )09م 0 0ك 
وهذا يدبت أن الفرض ١‏ يتحقق . 
0 *«ك (»«)00(5)؟ + هام ير > روين + م» 
“اك («)5(:) )4 ل + عا )د )م - 
(0,5» + جويم) د 


وهذا ي'بت أن الفرض ؟ يتحقق . 
 )9(‏ <ولمكا - عه وموصام و» - عل واوهمما ”7 - جورها) 
وهذا يثبت أن الفرض " يتحقق . 
(؛) إذا كانت (*) مرح م أية كثيرة حدود ىق بر فإن 0< (*)ثم لحميم +« ء وإذن : 
0 < بك ثم ا - جممه 
حيث أن 0 < (*)2م وأن كثيرات الحدود دوال متصلة فإن 0 ح لك («)2م 15 إذا وفقط إذا 


0 ح ودام لجميع »د الى تحقق 5 ك ع« ك » . نذلك فإن 0 - <4 (د مز ك4 
إذا وفقط إذا كانت 0 > م . هذا يحقق الفرض + . 


نلاحظ أن الشرح المعطى هنا بمكن أيضاً استخدامه لإثبات أن الفضاء اللملى [8 ,4] © الذى ناقشناه 
فى مثال ١4‏ هو فضاء ضرب داخل بالنسبة إلى الضرب الداخل 
حك اوهل | - جو 
إذا كان هاء « متجهين غير صفرين فى 3م فإ 50م |و(| || - ,0ن حيث 0 
هى الزاوية بين ها » ؟ ( قسم م - م) . إذا أهذنا مربع كل من طرق هذه المتساوية واستخدمنا 
العلاقعين «١‏ - 2||؟|| بن٠ه‏ ح 2إإس|| و 1 > 8 2ومن نحصل على المتبايئة 
7١س‏ > تلوس 
تبين لنا النظرية التالية أن هذه المتبايئة .ممكن أن تعمم إلى أى فضاء ضرب داخلى . وسوف تمكئنا 
المتبايئة الناتجة » والتى تسمى متباينة كوشى ‏ شوارتز » من إدشال مفهوى الطول والزاوية فى أى فضاء 
ضرب داخل . 
النظرية ١0‏ : ( متبايئة كوثى - شوارتز* ) إذا كان ها ء ٠”‏ متجهين فى فضاء ضرب داخل 7 فإن 
كفده هاورو 
الإثيات : ننبه القارئ' مقدما أن الإثبات المقدم هنا يعتمد على حيلة ماهرة ولكلها بلا داقع . إذا كان 
0 ده فإن 0 - (,ن» - ١9ر4‏ . فلمتطابقة تتحقق بوضوح . افرض الآن أن 0 © م . 
لفكن (لابلا» - 4ه 2 (لابن)2 حاط 2 (9و,ى دم وليكن + أنى عدد حقيتى . من فرض 
الإمجابية يكون الضر ب الداخل لأى متجه مع نفسه داما غير سالب لذلك : 
4 ا 4 ا 4 - 50 0 40012107 كال 
ع دعطل ثو د 
حم هذه المتبايئة أن كثيرة الحدود التربيعية م -ل مم + 42م يكون ها جذران غير حقيقيين 
أو جذر حقيق مكرر. لذلك يحب أن يحتق ميزها أن 0 5 م ©4 - 62 التعبير عن © » 5 » © بدلالة ها ؟ 
يععلى ‏ 0 > 37,92) 2لا ,ك4 2( بن)4 أو بصينة مكافئة 97 ,9)<(لا ,نا» > 9022 ,40 
شال (407) : 
إذا كات (ييكة . . . روك رول ) > 8 > (يرنا ,. . . ولاج وولا) د بو أى متجهين فى 27 ء فإن تطبيق 
متباينة كوشى - شوارتز على 8 © ” يععلى 
زم + تبط وم + وساريي + +0١‏ ويد + قبا ك "ليقن + ١‏ + يوقي + رصرير) 
وهى ما تسمى بمتاينة كوثى . 
أوجستين لويس ( بارون ) كوقشى ( 1186 ب 1869 ) يسمى أحيانا بأب التحليل الحديث اذ سافِد 


فى وضع حساب التفاضبل والتكامل على أاسسسراسخة ٠‏ 
هيرمان أماندوس شسوارتز ( 1847 1951 ) ٠‏ رياشى المانى ٠‏ 
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تمارين 5 ل ا 
وان اأحسب (و ين باستخدام الضرب الداخل فى مثال 4 . 
(1) ابا د رلا بم ده (ب) 0,2 د و0 ,0 ده 
(ج) (29-) 2 (ىا,ق دن (دغ (4,6) > ور ب4) عن 
٠‏ - كرر ممرين ١‏ باستخدام الضرب الداخل الإقليدى على 82 . 
م ب احسب. (09» باستخدام الغر ب الداخل فى مثال 44 . 


ار ع اا اا ري 


ع - احسب (ويرو» باستخدام الضرب الداخلى فى مثال 49 . 
)غ0( ته - 2 دن ا تبر ع2 + 1 در 
(ب) خير2 ع4 + 2 د و "تير + م2 + 3 دام 
ه - ليكن زولا ن») عد هاء (ونا رود) دو . أثبت أن ما يل هو ضرب د خل على 0 


)1 وطولا2 + رصريا» ع جو بن 
(ب) وقون2 + يضري + يصون + رشرية 2 جوربن) 


3 - ليكن (ولة رولة رزلة) > 8 » (ونا رونا ررط) جح بو حدد أيا مما يل يكون ضر با داخليا على 85 . 
ش فى الحالات التى لا يكون فيها الضرب داخليا اذكر الفروض الى لا تتحقق . 


)00 سوبا + يمرب (جبن) ‏ (ب) تشب + تمق + تسقيد جرب 
( ج) وعوية + يعيب + رسرية - روبس (3) رشضون + ينوي - رين ح ججبن) 


عي ار ل د لله 
أثبت أن يلون + رشوب + وطيب + رصريه ع (نز بع شرب داخل عل ج242 . 
م - لمكن («)م حدامء (*)و - هو كثيرق حدرد من و . أثبت أن 
(1(9)1)م + (1/209)1/2)م + (0(9)0)م > جورم شرب داخل على روط . 
- حقق متباينة كوشى - شوارتز لكل من 


(أ) (2,1) حدهاء (3- ,1) ح ؟ باستخدام الضرب الداخلى فى مثال 4 
(ب) (2,1,5) ح هاء (4 ,3- ,1) > م باستخدام الضرب الداخل الإقليدى 


1060 ات 
1 ا 4 0 6 |0 
باستخدام الضر ب الداخلى فى مال 4غ ” 
(د) 2 + 2 + 1- ح ووء 2-42 ع هن باستخدام الضرب الداخل فق مثال و4 . 


أغن 


٠‏ - اعتير 222 له الضرب -الداخلى الإقليدى . طبق متبايئة كوشى ‏ شوارتز على المتجهين 
(2 ,هاه (0 صن ,6 ومه) دو لإثبات أن غن + غم > 02 صلوط + 0 ومع ه| , 


ور - أثبت أنه إذا كان (وه» أى ضرب داغل » فإن 0 - (0,) - (07» ., 
اد أثبت أنه إذاكان 459 أى ضرب داخل و 2 أى عدد قياسى» 0 40 5 
٠‏ - أثبت أنه فى متباينة كوشى - شوارتز يتحقق التساوىإذا و فقط إذا كان ها » « غير مستقلين خطيا . 


14 - لتكن 0م » وم ء وم أعدادا حقيقية موجبة وليكن (* رولا وون8) - 8 ٠‏ (و0 رولا رونا) ح وو 
أثبت أن وضوضاوه + يضيننيه + يدري - زوين هو ضرب داخل عل 25 . 


» لمكن يه ووم » ... » يم أعدادا حقيقية موجبة وليكن ( بيلان... رولا ب ) - 0ه‎ - ٠٠ 
,لا هوضراب‎ 7١ 7 روط وونا) ح م أثيت أن ولمائرت ل 00 لد وناج لاج د رط ونا‎ ٠٠. ., )يرلا‎ 
. داخل على يي‎ 


5 - (للقراء الذين درسوا حساب التفاضل والتكامل . ) استخدم الضرب الداخل 
*4 واوهام ,]> جو بوه 
لحساب (ورم» اللمتجهين (2) مرح مء (9)82 ح ٠‏ فى وط : 


(1) مقع د و تروب تير يعر 1دم 
(ب) تو + 2 دن ياد دع دم 


٠7‏ - ( للقراء الذين درسوا حساب الافاضل والتكامل . ) استخدم الضرب الداخل 
>4 60و10 ب - جو 


فى حساب <م8» للمتجهين (<) رع 4 . (*)م دع فى [0,1] © : 
)غ0 25 ملز ع م 25 ومن - 1 
)ب 8-2 1 


0 
١ج‏ ادع * ع هها - 1 


- ( للقراء الذين درسوا حساب التفاضل والتكامل . ) لشكن (*) /ر » (*) م دالتين متصلتين 
على [1 ,0] . أثبت : 


)غ0( |4 وأ ا 3 ف وار ا < 3 وال 0 
ل 


5 1/2 1/2 
١ب‏ |»ه مأ ا + 1 ل ؟1 أ 3 | *دم + سانا مر ا 
( ارشاد : استخدم متباينة كوشى - شوارتز والضرب الداخل فى مثال )١9/‏ . 
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؟ 8 الطول والزاوية فى الفضاءات ذات الضرب الداخلى 
نستخدم فى هذا القسم متباينة كوشى - شوارتز لتطوير مفاهيم الطول والمسافة والزاوية فى الفضاءات 
العامة ذات الضر ب الداخلى . 


تعريف : إذا كان 7 فضاء ضرب داخل فإن معيار ( أو طول) متجه ها يرمز له بالرمز ||ها || 
ويعرف بواسطة 


12ج 4 - اس 
والمسافة بين نقطتين ( متجهين ) ها » ٠‏ يرهز طا بالرمز (7 ,ا) 4» وتعرف بواسطة 
اادج سلا سه 
مشال (48) : 
إذا كات (يركة ,. . . ,#2 روثة) حت ها ء (يرنا ,. . . رونا رونا) >« متجهين ى 27 مع الضرب 
الداخل الإقليدى فإن 
+00 وبر + قبي ح اجن ينم > [زسز| 


وأيضاً 


12م سرح نع د |إوس| > نم4 
“ينا - رن) + ٠00‏ ل تون - ون) ل 2(رم ح )ىح 


لاحظ أن هذين هما بالضبط صيغتا المعيار الإقليدى والمسافة الأقليدية اللتين نوقشتا فى قسم 4 - ١‏ . 


مثال (49) : 
لفررض أن 2 له الضرب الداخلى 21/202 + ,30 ع (9رنا» الذى نوقش فى مثال 48 . 
إذا كان (0 ,1) حهاء (0,1) ع ؟ فإن 
- 2)0()0([!2 + ()لمم - تانج ين - سا 


أيضاً 
0 2- ,1) للد  »)1,‏ |إج دس[ - وبمك 


كل - 1(['2-)(1-)2 + (3)1()1] 
من المهم أن نحفظ فى ذاكرتنا أن المعيار والمسافة يعتمدان على الضرب الداخلى المستخدم . إذا تغير 
الضر ب الداخلى فإن المعيارات و المسافات بين المتجهات تتغير . فثلا إذا كان 22 له الضر ب الداخل الإقليدى 
فإن معيار المتجه ٠‏ فى المثال السابق هو 1 » والمسافة بين ها 96 هى 2ل 5 


ثيل 


قد يعر ض القارئ' هنا على استخدامنا لمصطلحى الطول والمسافة للكيتين *'!<لا ,نا» » || 1 -ه || » 
بالرغم من أن هاتين الصيغتين المعرفتين للطول والمسافة قد نشأتا بتقليد الصيغتين فى 22 » 23 » فإن النتائج 
الغريبة الى حصلنا عليها فى مثال 44 تلى بعض الشك على الحكمة فى هذين التعريفين . لأن الأمر يتطلب 
خيالا واسعا حى نقر أن طول المتجه (1,0) -*ن هو 3/. ونعطى الآن بعض الحجج لتأييد هذين 
التعريفين . 


خلال أعوام كثيرة قرر الرياضيون ما يمكن اعتباره بالحواص الأكثر أهمية الطول والبعد الإقليبى 
فى 82ء 823 وهذه المواص مذكورة فى شكل ؛ - مم. 


الخواص الأساسية للطول الحو اص الأساسية للمسافة 


ل | 0 < إإس| 
ط ؟ 0 > || || إذا وفقط إذا كان 0 - نس 
ط م الس| | - إإسا 

ط؛ ||«ا| + الس| > زجع سا 

( متباينة امثلث ) 


م١‏ 0< (ر رمك 
م1 0> (ى,ن) 4 إذا وفقط إذا كان + - س 
عم ليمك > (رين)ك 


مع (8,9)ك + (19 ,نك > ١(‏ ,سل 
( متبايئة المثلث ) 


(شكل ع -م) 


كنرى النطنيةالعاليّة قمر يى. المغيان .والمساقة اق اقضاة:غري:داغل . 


, 1/2 
نظرية ١5‏ : إذا كان 7 فضاء ضرب داخلى ٠‏ فإن المعيار <نا ,س> ع || || والمسافة 
| -ها١!‏ ع (؟ ,نا).4 يحققان جميع المواص المذكورة فى شكل م > / 
نثبت الخاصية ط 4 ونثرك إثباتات بقية الأجزاء كتمرينات . قبل البده فى. الإثبات نلاحظ أن متباينة 
كوثى شوارتز . 
م4 ا 41 - 1ك 
بمكن كتاببها فى صور بديلة . حيث أن <ها ,> ح 2 |س || » <؟ ,> ع 2|| 9|| فيمكن 
كتابتها بالصيغة 
(4.16) لسكا 
أو بعد أخذ المذر الثر بيعى بالصيغة 
(4.17) / 


لديل 


إثبات الخاصية ط 4 : من التعريف 
+ سعد مس د :إج د س| 
هيه ا 4 0 40700 5 
49,9 + |9 ,20 + نان > 


(4.17 نزط) جعي + زز«إ| إإسرزاه + جسبه» > 
*||"|| + "اا اأسله ع الس - 
<0|«زا + زس|) - 


أذ الحذر الثر بيعى يمعلى 
8 “زعا + الس| ك إإرع سا 
فى 82 . 22 تنص النتيجة الى برهنت الآن على الحقيقة المندسية المعروفة أن مجموع طولى ضلعين 
من المثلث على الأقل يساوى طول الضلع الثالث ( شكل + - و) 


( شكل غه#- و) سي 

افرض أن فا ؛ 9 متجهين غير صفريين فى فضاء ضر ب داخل 7. يمكن إعادة كتابة متبايئة كوشى س 
شوارتز كا هى معطاة فى (4.16) على الصورة 

> ا[ 
/ا«ا 9 

ك2 
اد 

ونتيجة هذه الحقيقة » توجد زاوية وحيدة 60 بحيث يكون 

سر 

د ا" 0 | 

نعرف 0 بأنها الزاوية بين المتجهين 8 ء ؟ لاحظ أنه فى 82 أو 22 مع الضر ب الداخل الإقليدى » 


تتفق (4.18) 5 ألصيغة العادية ليب حمام الزاوية بين متجهين غير صغريين (قم م م 
من الباب الثالث ) . 


أو بصيغة مكافئة 


الك 


058 5 > 


لديل 


مشال (50) : 
أوجد جيب مام الزاوية 8 بين المتجهين 
(2-,4,3,1) دس 00 ى (2,1,2,3-)<-م 
حيث الفضاء الملى هو 24 مع الضر ب الداخل الإقليدى 
الجل : 


ل ف ندم شك 
إذا 
3 9 


ري - وروم - قوت 
مشال )0١(‏ : 


إذا كان ج24 له الضر ب الداخلى المععلى فى مثال 4 + » فإن الزاوية بين المصفوفتين 


060 1 و 2 0 
*” * 0 0]-” 
هى. 2/2 لأن 


(1)0 + (1)0 + (0)2 + (1)0 87 
50----22227222-22 ص سسسش د 80 
اماك لاك سين 


إذا كان ا ” متجهين غير صفريين يحيث يكون 0- 7١‏ ,لا» ‏ فإنه ينتج من(18 .4) أن 0 ع 0 005 
وأن 2/» - 6. وهذا يجعلنا تقرح المصطلح التالى 5 

تعريف : فى فضاء ضرب داخل ع يسمى المتجهان هاء ”* » متعامدين إذا كان 0 - ١١‏ ,لا» 
علاوة على هذا » إذا كان ها عموديا على كل متجه فى فئة “7# ء فإننا نقول أن ب عمودى على 7[ . 

ونؤكد على أن التعامد يعتمد على اشتيار الضرب الداخلى . بمكن لتجهين أن يكونا متعامدين بالنسبة 
إلى ضر ب داخل معين و لكن ليس بالنسبة إلى آخر . 
مثال (00) : 

( للقراء الذين درسوا حساب التفاضل والتكامل . ) 

لتكن ري لا الضرب الداخل 


عه 9اوهام ,ذ] - جوري 


امال 


الذى نوقش فى مثال 45 . وليكن 


17 12 
5 3 5 ل 5 |4 1 5 - نرم ,م4 - إزم| 
1/2 1/2 
8 - |»” أ - 11 ير ل - 2!(و .و - وا 


0ح عق '] د عه د *] - جوم 
لأن 0 - (و ,م فإن المتجهين بر مء 2ير > يكونان متعامدين بالنسبة إى الغرب 
الداعل المعطى . 


نتم هذا القسم بتعميم هام و مفيد لحقيقة معروفة . 


نظطرية ١0/‏ : (تعميم نظرية فيثافورث) . إذا كان »7 متجهين متعامدين ى فضاء ضرب 


داخلى فإن 
تلع ع تس - زوع هس 
الإثبات 
»| + جرس + اسل د جرس + سك د إإر دس 
8 “الوا + “اس - 
لاحظ أنه فى 82 أو 83 مم الغسر ب الداخل الإقليدى تيز ل هذه النظرية إلى نظرية فيشاغور ث العادية 
رشكل )؛ - .)٠١‏ 
فديدانا 

(شكل ؛ - )٠١‏ 2 . 
تمارين ؟ - / 


١‏ - ليكن 2ه له الفر ب الداخل ك2 + رشر:30 > (7 ,اك حيث (ونابره) قاع (وقبرة) 2 9. أو 
جد || * || عنديا 


(أ)3.ل-) - » (ب) 6,7 - م« (ج) !1 0) -» (د) 0,0 -م 


هما 


؟ - كرر كمرين ١‏ باستخدام الضرب الداخلى الإقليدى فى 87 . 


م - ليكن وطر له الضرب الداخلى الموجود فى مثال ه4 . أوجد || م || عندما 


(1) ملع جا دم (ب) مره - 3 دم 
- ليكن و20 له الضرب الداخل الموجود فى مثال غ4 . أوجد || 4 || عندما 
8 00 
00 4 ]-ه 185 | -4 


ه - ليكن 2ه له الفضر ب الداضم الموجود فى مرين ١‏ . أوجد (8إ ,«)ك عندما 
(1) 259 د ةرات دع (ب) 03,9 - «ر(9,ة) دع 
١‏ - كرر "مرين ه باستخدام الضرب الداخل الاقليدى فى 82م 
٠0‏ - ليكن يض له الضر ب الداخلى الموجود فى مثال ه؛ . أوجد ( ,)4 عندما 
ترذك + | عدبمي التردع- 2 دم 


م - ليكن ج380 له الضر ب الداخلى الموجود فى مثال 44 . أوجد (8 ,)ك4 عندما 
0 5-]ر 00 
1 7 |-ة 1 -4 
8 3 6]_ 3 6]_ 
00 1 !| ا ؟|-4 
و - لتكن 24.23:22 الا الضر ب الداخلى الإقليدى . فى كل جزء أو جد جيب "مام الزاوية بين ها 7. 
ع2 (2.4) > 3 ,لم عه (ب) (3,8) > 09 ,ا-) دن 
رج (9-,2,4) ع 1,5,2(9-) خط (د) (3- ,0,!) - 4,1,8 دس 
(ه)(3- ,3- ,3- ,3-) > 09 ,ا ,0 ,]) دس (و)(4.0,0,0) > (9(ا- ,1,7 2) دن 
٠‏ - ليكن وض له الضر ب الداخل الموجود فى مثال ه4 . أوجد جيب "مام الزاوية بين ص« » © . 
(1) 2ر9 ا يرك + 2 د عن 22 + برك + | دعو 
(ب) 2ر3 + ع3 + 7 عدن بر ورا 


8 2 4 ليكن ج84 له الضر ب الداخبى الموجود فى مثال 44 . أوجد جيب مام الزاوية بين‎ - ١١ 


؟ ل يكن 23 له الضر ب الداخل الإقليدى . لأى من قيم 4 يكون ها ء * متعامدين ؟ 
(!) 0,7,8 د د قله ده 
(ب) 5,6 م) عد 61م دس 

م١‏ - لييكن وض له الضر ب الداخل الموجود فى مثال 40 . أثبث أن 222 + » - 1 - هار تير + 28 دنع 
متعامدان . 


١4‏ - ليكن ج34 له الضرب الداغلى الموجود فى مثال 44 . حدد أيا مما يل يكون عموديا على 
21 
1 ]عه 
]01 3- 121 ع [0 0 21 
١ 0 0‏ ات 0 1 ١‏ 6 ظٍ 
ه١‏ - 'ليكن 4ه له الفمرب الداخى الإقليدى . أوجد متجهين لما المعيار 1 ويكونان عموديين على كل 
المتجهات (3,2,5,4) - 8 ,(2 ,2 بل بلك) د زرز0 ,4د ,1 جسى 000 
؟ر - ليكن 7 فضاء ضرب داخل . أثبت أنه إذا كان ” عموديا على كل من 4ك » دنا فإنه يكون 
عوديا على وقار/ - رتقر/ 0 و ء و . فسر هذء. النتيجة هندسيا ى 23 بالنسبة 
إلى الضر ب الداخلى الإقليدي . 
٠‏ - ليكن ”7 فضاء ضر ب داخلى . أثبت أنه إذا كان ”* عموديا على كل من المتجهات رلاء رلا ... برقا 
فإنه يكون عموديا على أى متجه فى زرلا ٠ ٠.‏ رولا ينا ) هذل , 
6 - ليِكن 7 فضاء ضرب داخل . أثبت أنه إذا كان ها »ء« متجهين متعامدين فى 8 بحيث 
يكون 1 > ||| - إزس] تزه تن :> |زعدساا . 
ور - ليكن 7 فضاء ضر ب داخل . أثبت المتساوية 
“2 + تإإسلة - زج سل + و عسل 
اللمتجهات ىق 7 . 
٠‏ - ليكن ”3 فضاء ضر ب داغيل . أثبت المتساوية : 
إل« - سا - تزاج + ساق - ججريمس» 
المتجهات فى 7 . 
١‏ - ليكن [,7. . .,2” ,49 أساساً لفضاء ضر ب داخل . أثيت أن المتجه الصفرى هو المتجه الوحيد 
العمودى على كل متجهات الآأساس . 
؟”* ‏ ليكن 7 متجها ىق فضاء ضرب داخل 7 . 
(أ) أثبت أن فئة جميع المتجهات ى 77 السودية على ؟ تكون فضاء جزئيا فى 37 . 
(ب) صف هنذا الف الحزى هندسيا فى 22 ١‏ 23 مع الضرب الداخل الأقليدي . 


اما 


0 أثبت التعمم التالى لنظرية ١‏ ذا كاف ي» مدو .... 8.8 عتسهات: مععاتلة عن هدق و 
فضاء ضرب داخلى ”1 فإن 
“لاسا +٠‏ “لوس + تالسلا د زوه مع يوج رو 

. ١١ أثبت الأجزاء الغالية من نظرية‎ - ٠4 

(أ) الحزءط١‏ (ب)الحزءط؟ (ج)الحزدط م (د)الحزءم١‏ 

(«) المرمم ٠‏ () الحزمم. (7)المزومع 
ه؟ - استخدم طرق المتجهات لإثبات أن المثلث المرسوم داخل دائرة وأحد أضلاعه هو قطر الدائرة يحب 

أن يكون قائم الزاوية ( ارشاد : عبر عن المتجهين 77 م © ف الشكل التالى بدلالة ن » ؟ ) . 


4 - (اللقراء الذين درسوا حساب التفاضل والتكامل . ) ليكن [2 ,0]© له الضرب الداخل . 
حا ساوصار 7 - جع 


ولتكن (... ,1,2 ,0 ع #) بم ومه ح ,5 . أثيت أنه إذا كان / © م فإن ع5 » ,1 
متعامدان بالنسبة إلى الضر ب الداخبى المعطى . 


9 الأساسات العيارية المتعامدة ‏ عملية جرام ‏ شميدت 


فى كثير من المسائل المتعلقة بالفضاءات الخطية يكون اختيار أساس الفضاء متروكا لحرية من يقوم 
حل المسألة . ومن الطبيعى أن أفضل استر اتيجية هو اختيار الأساس محيث يبسط حل المسألة المعروضة . 
فى فضاءات الضر ب الداخلى » تكون الحالة غالبا أن أفضل اختيار هو الأساس الذى فيه جميع المتجهات 


متعامدة كل على الآخر . سنبين فى هذا القسم كيف يمكن بناء مثل هذا الأساس . 


تعريف : تسمى فثة متجهات فى فضاء ضرب داخل بفئه متعامدة إذا كان أى معجهين معينين فى الفئة 
متعامدين . الفئة المتعامدة الى فيبا كل متجه معياره 1 تسمى الفئة العيارية المتعامدة . 


ىما 


مثشال (#ه) : 


ليكن 
1 1 34 1 
/ ,0, حت وى 0, ٠‏ (0,1,0) ع 
2 :5 3 أ 5 2 ١,‏ اانا 
الفئة (د” ,ن؟ ,.” 4 > ى هى عيارية متعامدة إذا كان 23 له الضرب الداخل الإقليدى » إذ أن 
إل يف4 © <ناض4 7 لمارف 


وأيضاً 
1 > أد"ا| > |لد*ا| > ااسا 
مثال (04) : 
إذا كان ٠”‏ متجها غير صفرى فى فضاء ضرب داخلى » فمن الخاصية طم فى شكل ه؛ - م يكون 
المتجه 
ا 
|"ا| 
له المعيار 1 إذ أن 
1 1 
1 ح الاح ح الوه 
الوم - "ام 
هذه الغملية لفشرب متجه غير صعرى * فى مقلوب طوله تمحصول َل متجه معياره 1 تسمى يجعل * 
عيارى . 


أهبية إيحاد أساض عيارى متعامد لفضاءات الضرب الخطى تظهر جزئما من النظرية التالية الى تبين أنه 
من البساطة بدرجة غير عادية أن نعبر عن متجه بدلالة أساس عيارى متعامد . 


نظرية ١8‏ : إذا كان ( ير" ,ء. . ,72 ,:؟ 4 ح ى أساسا عياريا متعامدا لفضاء ضرب داخلى ل[ 
وكان نه اف ينتج 3 لاا ء فإن 


الإثبسات : حيث أن ئم7 ...و72 و9! ح قر هو أساس » فإن المتجه 8 يمكن أن يعبر عنه 
بالصيغة . 


واي + ٠-١‏ + ولاو + ولارغ ح نا 


سيكل الإثبات ببيان أن « ,...,2 ,1 - 1 08] (؟ بن) ح ب/ . لكل متجه ١,‏ ى 5 يكون 
الشف .يل كان اذك - ريلك 
لكا + :0 ل حرا روككي! + ج0013 عح 


105 


حيث أن [ي” ,. . . ,و( ,و؟ )35 فئة عيارية متعامدة » يكون 
د “اذا د جاتيم مه 0 ريون إعورز 
لذلك تبسط المعادلة السابقة إلى 
فك 
مقال (50) : 
ليكن 
3 ,0 ا( ا 0,2 )0 > ىذا ,(0,1,0) د رو 
من السبل التأكد بأن (د؟ ,و« رو ح ى هو أساس عيارى متعامد فى #3 مع الضرب الداخل 
الإقليدى . عبر عن المتجه ( 1,1 ,1 ) ح ها كتركيبةخطية من المتجهات فى 8 . 
الل : 
- دك 4- ل دك و 2-3 لحيقلة4 
إذا من نظرية م١‏ 
دك + يو رو د نا 
أى أن ١‏ 
24,09 + 0,4 ,4-)4 - (1,0 ,0) د (ل,ا ,1) 
فائدة نظرية ١8‏ يحب أن تكون واضحة من هذا المثال إذا تذكر نا أنه للاساس غير العيارى المتعامد 
يكون من الضرورى حل نظام من المعادلات لكى نعير عن المتجه بدلالة الأساس . 
نظرية ١9‏ : إذا كانت 1إيا,.. . ,:# ,ن؟ 4ح 5 فئة متعامدة من المتجهات غير الصفرية 
ف فضاء ضرب داشكق » فإن 5 تكون مستقلة خطيا . 
الإثبات : افرض أن 
(4.19) 0 حدراة + +٠00‏ يرلاية ع لاريم 
لكى نبين أن ي؟ و06 و72 1 حدق مستقاة خطياء جب أن نثيت أن (حر اد ١٠‏ ٠عديعاتترعا.‏ 
ينتج من (4.19) أنه لكل رو من ى 
0 حت ان؟,0) ع رركروية + +00١‏ راوغ ل را 
أو بصيفة مكافئة 


0ح حرا رركي + 0+ <اروككية + جكررهكا 


من تعامد متجهات 5 » 0 > < ث9 رر9 > عندما تر عج ّ لذلك تحتل هذه المعادلة إلى 
يكنا 
حيث أنه من المفترض أن المتجهات ى 5 غير صفرية » فإن 0 كد (ب ,,و4 من فرض الإبجابية 
الضرب الداخلى . إذ 0 بع . حيث أن الدايل 8 اختيارى » فيكون 0 ح يرل - ٠٠١‏ ح و ح رء/. 
4 كوت كرمكفلة كطيا : 0 
مثال (05) : 


فى مشال #ه أثبتنا أن 


(0,1,0) 2 ولا ., وغ 2 8 و (ووط) - 33 

تكون فئة عيارية متعامدة بالنسبة إلى الضرب الداخل الاقليدى ى 83 . من نظرية ١9‏ تكون هذه 
المتجهات فئة مستقلة خطيا . لهذا حيث أن 83 ثلاث الأبعاد فإن (71 ,9 ,.؟ 4 - ى تكون أساساً 
عيازيا متعامدا للفضاء 255 . 

نتجه الآن إلى مسألة بناء أساس عيارى متعامد لفضاء ضر ب داخلى . يناقش إثبات النتيجة القهيدية التالية 
فى القارين بنهاية هذا القسم . 

نظرية ٠٠‏ : اعتبر /7 فضاء ضرب داخلى و م7 ,. . . ,72 ,و7 فئة عيارية متعامدة من المتجهات 
فى ”1 . إذا كان 77 يدل على الفضاء المنشأ من ,7 ء يلا »... » 7 » فإن أى متجه ها فى ل[ 
يمكن التعبير عنه بالصيغة . 

2لا + 80 عدانا 

حيث ١:‏ فى 77 و و" عمودى على 57 و ذلك بأخذ 
١1 )4.20(‏ بن +00 ل لاجرلا رلا + الاجرلا بلا» ع رلا 

افيا 
(4.21) 45 2 0 ل 2 4 2 انز 4ك 2 لص نا 
( أنظر شكل ؛ - ١١‏ التوضيح فى 83 . ) 

بايعاز من شكل ؛ - ١١‏ سنسمى 71 المسقط العمودى للمتجه قاعلى 77 ونرمز له بالرمز ها ررلُ550 . 
ويسمى المتجه ها ررزه:م -ه - و8 بمركبة ا العمودية على 37 . 


دللا 


)١١-#مغلكش(‎ 


مثال (9ه) : 
اعتبر 27 له الضر ب الداخيل الإقليدى واعتير 7# هو الفضاء الحزئى المنشأ من المتجهين العياريين 
المتعامدين (0 ,1 ,0).- ,+« و 4 ,0 ,4-) - ,ب . المسقط العمودى للمتجه(1 ,1 ,1)ح فا على 77 هو 


ور اك ل لاجر ,> ح نا ببرزمام 
(4.0,3-)غ4-) + (1,0 ,1()0) د 


.مركبة ل العمودية على 37 هى 
هق ,0 .4ة) - (وو- ,ا ,كن) - (1 ,! ,[) ع هن ررزهمم اد 
لاحظ أن فايزم,م - ه عمردى على كل من ي” © ”ا ولذلك فإن هذا المتجه يكون عموديا 
على أى متجه فى الفضاء 7# المنشأ من ,ولاء و١‏ كا يجب أن يكون. 
نحن الآن على استعداد لإثبات النتيجة الرئيسية هذا القسم 4 


نظرية 8*١‏ : كل فضاء ضرب داخلى غير صفرى ذو بعد منّبى له أساس عيارى متعامد . 
الإثبات : اعتبر 7 أى فضاء ضرب داخل غير صفرى من بعذ 2 و اعتبر أن [يرلا,... ,يقار ينا) اق 
أى أساس إلفضاء /1 . ستنتج .المتتابعة التالية من الخطوات أساسا عياريا متعامدا (,7 ,. . . ,72 ,971 للقضاء /7. 


الخطرة ١‏ - ليكن |إرن ]رن ح إن , المتجة 1؟ ممياره 1 . 


الخطوة ؟ - لبناء متجه 2؟ معياره 1 ويكون حموديا على :7 فإفنا تحسب مركبة وها العمودية على 
الفضاء ,”1# المنشأ من +”* ثمنجمل معياره الوحدة . أى أن 


لاجر رونا» - ون يلال برزهرم - ون 
إ؟ ولاك - دم| أأحه برزه:م 2 دم 
( شكل ه - )١١‏ . بالطبع إذا كان 0 ح <,؟ ,رد) - وه » فلا بمكئنا أن نجرى عملية جعل 
المعيار الوحدة . و لكن هذا لا بممكن حدوثه » وإلا كان لدينا 
7ابيفا؟ _ 


آلب 1 | ح لاجرلا رول د ينا 
1 
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الأى ينص على أن دنا مضاعف المتجه وقة» وهومايتناقص معالاستقلال المطى للأساس (يرقا,. . . ,وقار رها] ح قر 


امنا 


نا بربرز0ام آف 


(شكل ع )١١-‏ 


5> 


المطوة ‏ . لبئاء متجه 75 معياره 1 ويكون عموديا على كل من ,” » 92 فإئنا نمحسب مركبة ون 
العمودية على الفضاء و19 المنشأ من 4« » 7 ثم نجمل معياره الوحدة ( شكل 4 - ١‏ ) أى أن 

322172 رولا - 32271 رولا» - ونا دلا رررزه2م - ونا 

الاضل وق ح إلاج را رولا - دم |أدضا رسرل810 اه دن 


كا فى الخطوة ؟ فإن الاستقلال الخطى للأساس يرقا ,. . . ,دلا ررلة) يضمن أن 
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(شكل ع -؟١)‏ 


0 كو واجيلارونا» - ,90207 رون» - رن لذلك فإن عملية جعل المعيار يساوى الوحدة بمكن 
داتما إجراؤها . 


نر ك التفصيلات كتمرين . 


خطوة 4 - اتحديد متجهي7 معياره 1 ويكون عموديا على و" » ن”" » و9 فإنئا نمحسب مركبة ينا 
المودية على الفضاء و18 المنشأ من ,8 » جا ؛ و7٠‏ ثم نجعل معياره الوحدة . فيكون 
21ج ,ولاك > وثازيا رولا» - 0لا2 7 رونا» سا 2 ولا وبررزه.م - ينا 505 
اقدض ولاك > ولا2يلا رولا + ولاج ر؟ رولا 2 | أأيس وبرزهمم - 37 8 
بالاستمرار على هذا المنوال سنحصل على فئة عيارية متعامدة من المتجهات ( ير7 ,... ,72 ,70 ) 
حيث أن ”1 من 8 بعدا و أن كل فقة عيارية متعامدة تكون مستقلة خطيا فإن الفئة ! ير7ى. ١‏ - ,ولا ,و ) 
تكون أساساً عيارا متعامدا الفضاء 7 . 


تسمى عملية البناء خطوة مخطوة السابقة لتحويل أى أساس اختيارى إلى أساس عياذئ متعامد بعملية 
جرام - شميات * . 


* يورجين بيدرسن جرام ( ١848.٠‏ 1915 ) . اكتوارى داتماركى . 
ايرهارد قشميدت (5/إ 14‏ 1165 ) رياضى المانى٠‏ 


حل 


مثال (مه) : 


اعتبر الفضاء الخطى 25 مع الضرب الداخل الإقليدى . طبق عملية جرام مميدت لتحويل الآأساس 
(1 ,0 ,0) > ون ي(! ,1 ,0) ح وده ,(! ,1 ,1) - ين إلى أساس عيارى متعامد . 


الل : 
1 35 1 ( لاي يك 
الحطرة ١‏ : 002 ب 
: تل قم تل الس " 
الخطورة + : 127 رولا4 ع ينا > ينا برزهوم - ين 
9 1 26 2 1,10 ,0) 
ا 0 
1 )- 
1 
إذا 
يش )ل سس قدم - 5 
6/6/6 0*3 أكل. ادس سزممم - يس[ 2 
الخطرة « : 1؟ بولك - ولاجر؟ رولا ح ولا > ولا رررزهم ح ونا 


2 7 00-7 3 7 06 (0,0,1) د 
1 60-1 


1 1 ( 1 1 دلا ربوز0لم - ونا 
: 0)-[2,2- ,20ل - : - 
72 0-2 077 [إيه زوم وس > د" 


لج - 0-20 -. 


تكون أساسا عياريا متعامدا للفضاء 88 . 
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مادة اختيارية : 

النتائج التالية لعملية جرام - شميدت لما العديد من التطبيقات » البعض مها قد نوقش فى قسم /ا س 8 . 
سيكون عند القارئ الخلفية لقراءة هذه التطبيقات بعد "فال هذا القسم الاشتيارى . 

نظرية 7١‏ : ( نظرية الإسقاط ) . إذا كان 787 فضاءاً جزئيا من بعد منتهبى لفضاء ضرب داخل /[ فإن 
كل متجه 8 فى 37 بمكن التعبير عنه بطريقة واحدة على الصورة 

و7 + 80 حال 

حيث 1” يكون من 77 ون" يكون عمودياعل 37 . 

الإثيات : للإثبات جزءان . أولا يجب أن نوجد متجهين ,”« ء د" بالفواص المذكورة وبعد ذلك 
يجب أن نثبت أنبما المتجهان الوحيدان ببذه الصفة . 

بواسلة عملية جرام - شميدت يوجد أساس عيارى متعامد تر ,. . . ,و7 ,07 الففضاء 37 7 
أى أن (ر؟ ,. . . ,و؟ 9 هذا ب 187 . وإذن من نظرية ٠٠١‏ سيكون المتجهين . 


تابرزمام - ع« اد برزمعم ان د يو 
المواص المذكورة فى هذه النظرية . لإثبات أن :هذين هما المتجهان الوحيدان ببذه الحواص . نفرض 
أنه يمكننا أيضاً كتابة 
(4.22) 3 + زم حت نا 


حيث ."8 يكون من 27 ء “8 يكون سموديا على 1# . إذا طرجنا من (4.22) المعادلة 


غيل عل 11 + 81 د دنا 

3 (و* - 55 + (ر« - 0 - 0 

و 
(4.23) ا لي افا اآلنا 
حيث أت و« »ء و'” عموديان على 18 فإن الفرق بياهما يكون أيضاً عموديا على 8# ء حيث أنه يمكننا 
لأى متجه ”« فى 17( أن نكتب 

0- 0ل 0 روسرس - جوورم د ررم - ورور 
ولكن #»- ي"» هو ذاته متجه فى 57 حيث أنه من (4.23) الفرق بين متجهين فى الفضاء الحزلى 7# . 
لهذا فإن ي«- "8 بحب أن يكون عموديا عل نفسه » أى أن 
0 > (و« - وروم - يو 

ولكن هذا بحم أن 0 ع ي«- ي”» من الفرض + للشرب الداخى . وعليه فإن يي« - ي'» ومن 
(4.23) يكون ,مح« . 


حل 


إذا كانت م نقطة فى فضاء ثلا عادى وكان 7# مستويا مار! بنقطة الأصل ٠‏ فنحصل على النقطة © 
من 87 الأقرب إلى م باسقاط عمود من 2 على 77 (شكل + - ١4‏ أ) . هذا إذا افترضنا 68 ع ع 
فإن المسافة بين م و 77 تعطى بواسطة 
إاس برزهءم ح س| 
وسانة اقرع » من بين جميع المتجهات « فى 17 » فإن المتجه ها ررزهئم > ”# يجعل المسافة 
[[س«حس ]| أصغر ما .مكن (شكل ه - ؛١اب).‏ 


)ب( 


(شكل هو-؛١)‏ 
'توجد طريقة أخرى التفكير فى هذه الفكرة . أنظر إلى ها كتجه ثابت نود أن نقر به متجه من 187 . 
أى تقريب « سينتج عنه و متجه الخطأ » 
1 ينحلا 
الذى لا بمكن جعله مساويا للمتجه الصفرى » إلا إذا كان هه ى 87# ولكن باختيار 
نا بررز10م ع بر 
.مكننا جعل طول متجه الخطأ 
إأس سلمعم - س[ > سدس[ , 
صغير قدر الإمكان . لهذا يمكننا وصف هاررز0؟6 بأنه « التقريب الأمثل » للمتجه ها بمتجهات من 17 . 
ستجعل النظرية التالية هذه الأفكار البديبية أكثر انضباطا . 
نظرية ٠7‏ : ( نظرية التقريب الأمثل ) . إذا كان 787 فضاء جزئيا من بعد منتتهى لفضاء ضرب 
داخلى ”7 وكان فا متجها فى 7 فإن ها,يرز850 هو التقريب الأمثل للمتجه ها من 77 معنى أن 
اا« - س| > إإس برزمعم - س| 
لكل متجه ”7 من 77 يختلف عن لاير210 . 
الإثبات : مكننا لأى متجه 8 ى 3# أن نكتب 


(4.24) (85 ع نا بررزهئم) + (نا بررزه]م ع ن) ع و عدار 
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ولكن هن بررزه:م - 0 لكونه الفرق بين متجهين من ”77 . يكون فى 3# ء وأيضاً * - لا ببرزه060 يكون 
عموديا عل 7 . لهذا فيكون الحدان فى الطرف الأمن من (4.20) متعامدين . إذا من نظرية فيقاغورث 
( نظرية لام من قم 4 -0م): 
2زم - مس مرزمعم| + *إس وزمعم - ه| > ذم - م| 
إذا كان ف ىز20م حد *» فإن الحد الثانى ى هذا المجموع يكون موجيا لهذا 


2إإن برزمعم - سا < شاع - ن 
500 استدمم - | < خم ها 


إسستمم -سز < م سل 


تعلى تطبيقات النظريتين السابقتين فى قم /ا ست 8 . 


تمارين 4 ل 6 
١‏ - اعتبر #2 له الضر ب الداخلى الإقليدى . أى مما يل يكون فئة عيارية متعامدة ؟ 
1 1 
(1) 0,002 3 3 0 3 6 


00, 0,0 (د)‎ 2-0 3 - (١ 


- اعتبر 22 له الفر ب الداخل الإقليدى . أى مما بلى يكون فئة عيارية متعامدة ؟ 
1 1[ 1 1 1 
0 لوكي ) لوي وي ويا وهب 
(ب) 439 وق ,44 ,4 


(( )0,0,1 د ( ,(0 ,01,0 


1 12202 1 
5 0 2/. - (7-7) 
» - اعتبر ى وض الضر ب الداخلى الموجود فى مثال هغ؛ . أي مما يل يكون فثئة عيارية متعامدة ؟ 


(3*)1 + عق + 4 ,يق - ع + ةق 15 + عق - 3 (ب) تر + ع 1 
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٠7‏ الجير الخطى 


؛ - اعتبر فى وو2# الشرب الداخلى الموجود فى مثال 49 . أى مما يل يكون فئة عيارية متعامدة ؟ 
ا 
ا ا م 


مام ا وج 
5 لزن 7 
أثبت أن إلا ,د تكون عيارية متعامدة إذا كان 22 له الضر ب الداخل ,ردر2 + ,سرية - جو بن 
ولا تكون عيارية متعامدة إذا كان 82 له الضرب الداخل الإقليدى , 
7+8 أثبت أن 
(1 ,1 - ,2 ,1-) > ين ,(2- ,2 ,3 ,2) > ينا ر(! ,2 ,1,0 -) > ينا ,(1 ,0 ,1,0) د رن 
فثة متعامدة فى 24 مع الضر ب الداخلى الإقليدى . يجمل عل سعيار كل من هذه المتجهات الؤحدة » احصل 
على فثة عيارية متعامدة . 
/ا - اعتبر 2 له الضر ب الداخلى الإقليدى . استخدم عملية جرام ‏ شبيدت لتحويل الأساس يلا ,ها 
إلى أساس عيارى متعامد . 


([220 - عرزت ,م حيس 2 (ب) (59- ,3) ع يد(0,]) - رن 
م - اعتير 23 له الضر ب الداخلى الإقليدى . استخدم عملية جر ام - شميدت لتحويل الأساس ولا رونا ,نا 
إلى أساس عيارى متعامد . 


(أ) 1,219 د ون 1,0 ,1-) د برهلا ,1 ,) د ين 
(ب) (1 ,4 ,0) > ينا ,(2- ,7 ,3) > وه بزلا ,1,0) د ره 


ه- اعتبر “2# له الضرب الداخلى الإقليدى . استخدم عملية جرام - شميدت لتحويل الأساس 
إلا رولا رولا ررد إلى أساس عيارى متعامد , 
(1,0,0,1) > ولق ر(ل- ,2,0 ,1) > ولا ,(0 ,0 ,1ح ,1) > ينا ,(1,0 ,2 ,0) 2 
٠‏ - اعتير 23 له الضرب الداخى الإقليدى . أوجد أساسا عياريا متعامدا للفضاه الحزى المنشاً 
من (0,1,2) و (1,0,1-) 
١‏ - اعتير 3ه أه الغسرب الداخلى وقول + ونج2 + رصرنه - ( رن . ستخدم عملية جر ام شميدت 
لتحويل 
(0,0,0) ديس (1,0,) ديس (1.1,) درس 
إلى أساس عيارى متعامد . 


هذا 


؟ ب الفضاء الحزى من 23 المنشأ من المتجهين 0 ,1 ,0) - ره 4مه (3- ,0 ,4) - رن هو مستوى مر بنقلة 
الأصل . عبر عن (1,2,3) ح ” بالصورة ي» -+ ,#» ح » حيث 1" يقم فى المستوى زع 
يكون عموديا على المستوى . 
١8‏ - كرر المرين 5( مم (1,1,1) يه ى (لت ,0,0 - يك 
١4‏ - اعتبر 24 له الضر ب الداخى الإقليدى. عبرعن (0 ,6 ,2 ,1- ) - # بالصورة ري« ما ,« عت م« 
حيث 1” يكون من الفضاء 1# المنشأ من (! 1,0 ,0) عديه (1,0,1,2-) - بن و:” يكون 
عموديا على 37 . 
٠٠‏ - اعتبر وو؟ ,و8 ,91 أساسا عياريا متعامدا لفضاء ضرب داخل 7 . أثيت أنه إذا كان « 
متجها قى 7[ فإن “حوور + تجيورهس + تجرورس د لس ٠‏ 
حا اععير 9 ,. . . ,72 و49 أساسا عياريا متعامد لفضاء رب داخل 7 . أثبت أنه إذا كان م 
معجها ى فإن 
ا ل 4 1 
١١‏ - فى الخطوة © من إثبات نظرية ٠ 5١‏ ذكر أن الاستقلال الخطى للفثة (ييه ,. . . ردها ,81ا) 
يضمن أن 
0 6 ولاجي؟ رونا ح رانلا روه) د ون 
أثبت هذا التقرير . 
6( - أثبت نظرية ٠١‏ . 
( ارشاد : أثيت أن المتجه ه” ف (4.20) يقع فى 17 ء والمتجه د" فى (4.21) يكون عموديا 
على 7( وأن دم لكل 3 
- ( للقراء الذين درسوا حساب التفاضل والتكامل . ) اعتير أن الفضاء المعلى وطر له الضر ب الداخل 
ا 0ك 
طبق حملية جر ام - شميدت لتحويل الأساس المعتاد ( #2 ,ند ,1 4 حت و إلى أساس عيارى متعامد . 
( تسمىكثير ات الحدود فى الأساس الناتج بالثلاثة الأول من كثير أت حدود ليجندر التى معيارها الوحدة ) 
٠‏ - (القراء الذين درسوا حساب التفاضل والتكامل ) استخدام نظرية ١1‏ للتعبير عما يل كتركيبات 
خطية من الثلاثة الأول من كثير ات حدود ليجندر الى معيارها الوحدة 
() خمه +ؤغ +ا رب) 2-7 (ج) «3 +4 
؟ - (القراء الذين دراسوا حساب التفاضل والقكامل ) اعتير وم له الضر ب الداخل 
«4 )ودام أ[ - جومم 
طبق عملية جرام ‏ شميدت لتحويل الأساس المعقاد (2 ,ند ,41 حت فى إلى أساس عيارى متعامد . 
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56- للقراء الذين درسوا المادة الاختيارية فى هذا القمم ). أو جد النقطة © ف المستوى 0-ج2-+بر3‎ ( - ٠ 
وحدد المسافة بين النقطة ط/ والمستوى ( أرشاد : انظر إلى‎ ٠: الأقرب إلى النقطة (4 ,2 - ,1)م‎ 
. )7 المستوى كفضاء جزئى 7# من #23 مع الضر ب الداخلى الإقليدى * طبق نظرية‎ 

م - ( القراء الذين درسوا المادة الاختيارية فى هذا القمم . ) أوجد النقطة © عل المستقيم 

اك دي 


جو + > > نووت )- ابر ' 
)4 دج 
الأقرب إلى النقطة (1 ,8 ,4-)م . ( أرشاد : أنظر الإرشاد فى الدّرين السابق . ) 


٠١ 5‏ الأحداثيات ‏ تغيير الأساس 
توجد علاقة قوية بين مفهوم الآساس ومفهوم نظام الإحداثيات . نطور هذه الفكرة فى هذا القسم 
ونناقش أيضاً بعض النتائج عن تغيير الأساسات للفضاءات الحطية . 
فى الهندسة التحليلية المستوية نخص النقطة م فى المستوى بزوج من الأحدائيات (6 ,4) باستخدام محاور 
إحداثيات متعامدة . ولكن بمكن أيضاً إدخال إحدائيات بدون الاستناد إلى محاور الإحداثيات وذلك 
باستخدام المتجهات . قثلا بدلا من إدخال ورى إحداثيات كا فى شكل م - ٠١‏ أ فإننا نفرض متجهين 
متءامدين 7 » جا طول كلمنبما 1 ولهما نفس نقطة البداية 0. (ويكون هذان المتجهان أساسا الفضاء 82.) 
باسقاط عمودين من النقطة م8 على المستقيمين ال#ددين من ,7 » دلا نحصل على المتجهين ,© ٠‏ 12 حيث 
واط + رله ع 68 
((شكل 4ه - و١‏ ب ) من الواضح أن العددين © » 8 اللذين حصلنا عليهما الآن هما نفسبما إحداثيا طر 
بالنسبة إلى نظام الإحدائيات فى شكل م - ١٠١‏ أ لذلك .مكن أن ننظر إلى إحداثى م بأنهما العددان اللذان 
نحتاج إليهما للتعبير عن المتجه 3[ 60 بدلالة متجهى الأساس الاي لا 0 


7 


0) 1 


ليس من الضرورى لدف إعطاء إجداثيات للنقط ف المستوى أن يكون متجها الأساس ,«؛ ١‏ متعامدين 
أو طول كل مما 1 + فأ أسساس قينا 2 سيكى . فثلا باستخدام متجهى الأساس 87 » 872 
فى 'شكل ه - ١6‏ » يمكننا إعطاء زوج وحيد من الأحداثيات للنقطة م باسقاط 8 موازية لمتجهى الآنساس 
( يهط 


(شكل ؛.-١١)‏ 


افك 237 0 
لكى نجمل 67 هو قطر متوازى الأضلاع الغدد يمتجهين ,497 © ولام أى 
ولام + رون ع فرق 
يمكننا اعتبار (0 ,©) مركبى م بالنسبة إلى الأساس [72 ,9) . هذه الفكرة المعممة لمفهوم الأحداثيات 
هامة لأنها ممكن أن "متد إلى فضاءات خطية أكثر تعمرم| و لكن سنحتاج أو لا إلى بعض النتائج الأولية . 
افرض 9 .. .....د/ ,و9] ح ار أساسا لفضاء خطى 7 له بعد منتهبى . حي أن 5 تنقى” 7 » 
فإن أى متجه فى 7 يمكن التعبير عنه كتركيبة خطية من متجهات 8, . بالإضافة إلى ذلك فان الاستقلال 
الحطى لمتجهات 5 يضمن وجود طريقة واحدة فقط للتعبير عن أى متجه كتركيبة خطية من متجهات 5 . 
لمعرفة السبب » افرض أن متجها ٠‏ يبمكن كتابته على الصورة 
95 والو +4 08 ع ولاو + رلاره ع و 
وأيضاً 
الوا ع 000ل يلاوم ع رارغ عداو 
طرح المعادلة الثانية من الأولى يعطى 
للنا عينه) + 08١‏ ل ولازوغ ع يه) + 9زم س يم) ع 0 
كيك لد الطرف الأمن من" هذه المعادلة هو تركيبة خطية من متجهات 5 . فإن الاستقلال الحطى 
لمنجهات: 83 حم أن 
0 ع رع ع ره .0 2 ولاح يع ,0 د رغ ساء 
أى أن 
وتلخيما لاسيق لنيئا النتيية الثالية 


نظرية 4؟ : إذا كان زير؟,...,ن؟ ,9 - فى أساساً للفضاء الحطى ”1 ء فإن أى متجه « 
من ”*73 يمكن التعبير عنة بالصيغة ,لايم + ٠٠١‏ + ولاوء + لانم - 7 بطريقة واحدة لاغير. 


بذكلل 


إذا كان 1 ى. ٠‏ . ,و9 ,و4 ح كر أساساً لفضاء خطى 7 ذى بعد منتبى وكان 
ىت 0 ااي بحل 0 بدت ين 5 
هو التعبير عن 7 بدلالة الأساس ك * فإن الأعداد القياسية رم » دم » . . . » بم» تسمى بأحداثيات ٠‏ 
بالنشبة إلى الأساس 3 . ويرمز لمتجه إحدائيات ؟ بالنسبة إلى 5 بالرمز ,(9) وهو المتجه من 7 المعمرف 
بواسطة 
)...© 4©) > و(9) 


ويرمز لمصفوفة إحداثيات * بالنسبة إلى 5 بالرمز ,[7] وهى المصفوفة من النوع 1< المعرفة بواسطة 


مشال (9ه) : 
فى مثال 74 من قمم 4 - ه أثبتنا أن [و9 ,و* .49 ح اى هو أساس للفضاء 45 حيث 
(3,3,4) > وا لصة ,(0 ,2,9) > ث3 ,(1 ,2 ,1) د رو 
(1أ) أوجد متجه الأحداثيات ومصفوفة الأحداثيات للمتجه (9 ,1 - ,5 ) > 7 بالنسبة إلى له . 
(ب) أوجد المتجه *« فى 23 الذى بكون متجه إحداثياته بالنسبة إلى 5 هو (2 ,3 ,1) - (,9) 
الحل (أ) : بحب أن نوجد أعدادا قياسية .م » ي© » 03 وبحيث يكورن 
ولاوه + ولأوه + رلآاره حاو 
أو بدلالة المركبات 
(3,3,4)وه + (0 ,2,9)يه + (1 ,2 ,1)ره ع (1,9- ,5) 
مساو أءٌ المركبات المتناظرة يعطى 


5 ح وم3 + ,ع2 + ره 
1- ح يىم3 + ,ع9 + و26 
9 ح يمه + 2 
. حل هذا النظام مخصل على 1 ح يه ٠‏ 1- د يه » 2 ح وم . إذا 
1 
(1.2-,1) د و6 ا م 1-| - وما 
2 


الحل (ب) : باستخدام تعريف متجه الأحداثيات و(9) » نحصل عل 


(1,31.7) > و29 + ,39 + ,1(9 -) دم 


تعتمد متجهات ومصفوفات الإحداثيات على التركيب الذى تكتب به متجهات الأساس » فأى تغيير ى 
ترئيب متجهات الآساس يسبب تغييرا مناظرا فى ترتيب المكونات فى مصفوفات الأحدائيات ومتجهاتث 
الأحداثيات . 
مشال (59) : 

اعتير الأساس 821 ,ند ,41 ح كك للفضاء وم . بالمعاينة يكون متجه الأحدائيات ومصفوفةالأحداثيات 
لكثيرة الحدود 2 و4 ل :يم + وك ح م بالنسبة إلى 'ى ها 


(© © روه) ع وزم) و به | - و[م] 


: )6١( مشال‎ 

اعتير أئنا أدخلنا محاور أحداثيات متعامدة #لإئد فى فضاء ثلاث و اعتير الاساس المعتاد (عط ,ل ,3 ح كع 

(1 ,0 ,0) ح عل لمة ,(0 ,1 ,0) ع ل ,(1,0,0) -آ 
إذا كان » كافى شكل م - لادء (0 ,8 ,4) ح 9 هو أى متجه فى 3ه فإن 
عه + زط+ ثأه ع (1 ,0 ,0)ء + (0 ,1 ,0)ط + (0 ,0 ,1)ه > ,طيم) دو 
وهذا يعنى أن 
و() ع 0 ,طره) د م 

بعباره أخرى فإن مركبات المتجه 7 بالنسبة إلى نظام الأحداثيات المتعامدة #لز»د هى نفسها مركبات ؟ 
بالنسبة إلى الأساس المعتتاد (؟! بل ,أ 


,نايه) 


(شكل عو )١١-‏ 


مثال (50) : 
إذا كان (ى؟ ,... ,و؟ ,و4 ح ى أساسا عياريا متعامد! لفضاء رب داخلى 7 » فإنه من نظرية 
قم ع - 4 يكن التعبير عن متجه 8 بدلالة الأساس 5 هو 
وال رقا ل 0 لد واولا بلا) ل رار ب ح انا 


رين 


وهذا يعتى أن 
)7,2 للك ب ر2ولا رقلك وجرا رلا») - و(ل) 
وأيفاً 


ففلا إذا كان 
0,9 ,ق) - ولارلة ,0 ,4-) > و( ,1,0 ,0) د رمو 
فكا لاحظنا فى مثال 6ه من قم + - وا ع يكون (و؟ ,وم ,ن؟؟ ح فى أساسا عياريا متعامدا 
الفضاء 23 بالنسبة إلى الضر ب الداخل الإقليدى . إذا كان (4 ,1- ,2) ح نه » فإن 
2 ح جواره) ,و د (وربس ,ا لتك 


إذا 


1[- 
15,22 -) د ورم فى 1 ا - وله] 
2# 


الأساسات العيارية المتعامدة لفضاءات الشرب الداخلق تكون مناسبة وذلك لأنه » كما ين النظرية 
التالية » تتحقق الكثير من الصيغ المألوفة فى مثل هذه الفضاءات . 

نظرية 7٠‏ : إذا كانت 'ى أساسا عياريا متعامدا لفضاء ضر ب داخل من بعد #, وكان 

)نا روجلا 0/ة) 2ت وزد) و (و8 ...وو ووظ) > و(9) 

فإن . 

ع0( ته + 0+ تيه ل ترم - إإسر| 

ب 0 ا سن ايه “لوت ون) + يه - 502 افكانلك 

© ا ا ا 22 انل 0 ك4 

اقش الإثباتات » وبعض الأمثلة العددية فى القارين . 

نعود الآن إلى المسألة الأساسية فى هذا القسم . 

مسألة تغيير الأساس : إذا غير نا الأساس لفضاء خطى من أساس ععين قديم 8 إلى أساس معين جديد “8 » 
فكيف ترتبط مصفوفة الأحدائيات القديمة 7[8] للمتجه ” بمصفوفة الأحداثيات الحديدة بو[؟] ؟ 

التبسيط ستحل هذه المسألة للفضاء الى الثناتق . ويكون الحل الفضاء ذى ‏ بعدا مماثلا وسيثرك 

(يسريس) - 8 0 لابرط د 8 
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الأساسان القدم والحديد عل الثر تيب . سنحتاج إلى مصفوفى الأحداثيات لمتجهى الأساس القدم بالنسبة 
إلى الأساس الحديد . لنفزض أنهما 


(4.22) 8 - ولس اد 8 - مزيس] : 


أى أن 
(4,23() ولاط + ولاه ع ونا 
لل + ونه ح ولا 


ليكن 7 أى متجه فى 7 ولتكن 


03 
(4.24) ا - م[ك] 
3 
هى مصفوفة الأحداثيات القديمة » فيكون 
(4.25) وناي + ونام داو 


لإبحاد إحداثيات ؟ الحديدة يجب أن نعبر عن ” بدلالة الأساس الحديد /8 . لإجراء ذلك نعوض من 
(4.23) فى(4.25) » وهذا يعملى 
: (ولاك + نهار + زيط + يسه)) د و 
و 
ونا(4يا + طيعا) + م/م + م) دو 


عي + مر | 
ا + 1 > 16؟] 


لاله ؛- ماه 


1[ م|- ما 


تنض هذه المعادلة على أن مصفوفة الإحدائيات الحديدةير[ ؛ ] بمكن الحصول علها بضر ب مصفوفة 
الإحداثيات القدرمة و[ 7 ] من اليسار بالمصفوفة 


6 4 
]ده 
الى يكون عموداها إحداثيات متجهى الأساس القديم بالنسبة إلى الأساس الحديد ( أنظر 4.22 ) لهذا يكون 
لدينا الحل التالى لمسألة تغيير الأساس : 


إذا مصفوفة إحدائيات 7 الحديدة هى 


الى مكن إعادة كتابتها على الصورة 


أو من (4.24) عل الصورة 


"6 


حلمسألة تغيير الأساس : إذا غيرنا الأساس لفضاء خطى/1 من أساسممين قديم إيرقا ,. ... ,قا ويه] -8 
إلى أساس معين جديد لي 'لا. .. رو'لا ب /ه) -"8 فإن مصفوفة الأحدائيات القديمة و[9] للمتجه « ترتبط 
1 مصفوفة الأحداثيات الحديد -و[؟] بواسطة المعادلة 


(4.26) وزعام - مولن 
حيث أعمدة هم هى مصفوفات الأحداثيات لمتجهات الأساس القديم بالنسبة إلى الأساس الحديد » أى 
أن أعدة مر هى 


ولمه] فل مو[دهس] وليه[ 
شكليا بمكن كتابة المصفوفة 8 على الصورة 
ملسا | ١‏ | ملس إملس]| دم 
وتسمى بمصفوفة الانتقال من 8 إلى “8 . 
مشال (57) : 


اعتير الأساسيين 
(ياريم] - 8 08 (يسيه) ع “8 


-*[ن] - > -.- [ن]-.» 


(أ) أوجد مصفوفة الانتقال من 8 إلى “8 . 
(ب) استخدم (4.26) لإيحاد /9[8] إذا كات 


.-1 


حل (1) : أولا يجب أن نجد مصفوفى الإحدائيات لمتجهى الأساس القديم ,هن » ول بالنسية 
إلى الأساس الحديد /8. باتباع الطريقة فى مثال وه أ .يحب أن يكون القارئ قادرا على إثبات أن 


الفضاء 402 حيث 


ون + ين- ح إن 
ونا - 204 ح ينا 


]دعس + |[ |-علسم 


وتكون مصفوفة الانتقال من 8 إلى “8 هى 


الات 


( نحقق من هذا ) » إذا 


"6 


حل (ب) : بالمعاينة : 


8 - و[ 


هذا باستخدام (4.26) ومصفوفة الانتقال فى الحزء )١(‏ ء يكون 


0 1 | 1 - وزو 


قد يغب القارئ فى التأكد من هذه النتيجة بالعحقق من أن ونة + س3 دول 


مشال )5( : ( تطبيق فى دوران محاور الأحداثيات ) : 


فى كثير .من المسائل يعطى نظام أحدائيات 6د متعامد و نحصل على نظام أحداثيات جديد "لز “ا بدوران 
النظام لز»د حول نقطة .الأصل ى.اتجاه عكس عقارب الساعة زاوية:.0 . عندما يحدث هذا فإن أى نقطة © 
فى المستوى يكون طا فثتان من الأحدائيات : الأحداثيان (فز ,ند بالنسبة إلى النظام «رعد والأحداثيان , 
("د,#) بالنسبة إلى النظام #بر كمد (شكل 4 ب ور أ) . 


زننا 02 


رب 


بادخال متجهى و حدة ولاو هه على محورى * » رز الموجبين ومتجهى و حدة “لاو 8/2 على مخورى 
بدو "نز الموجبين .مكننا أن نعتبر هذا الدوران كتغيير من أساس قديم يها وره] ‏ 8 إلى أساس جديد 
إدناىس) ح '8 ( شكل » - ١ر‏ ب ) . فتكون الأحدائثيات الحديدة (#بزر ,“) والأحدائيات 
القديمة (نز ,*) للنقطة. 0 مرتبطة بواسطة ْ 


(4.27) 08 هع 0 
0 0 


وكلن 


حيث ظ هى مصفوفة الانتقال من 8 إلى “8 . لإبجحاد م يحب أن نحدد مصفوفى الأحداثيات لمتجهى 
الأساس القدم وها » دلا بالنسبة إلى الأساس الحديد . كما هو موضح فى شكل ؛ - ١8‏ ب فإن مركيى رقا 
فى الأساس الحديد هما 0زة- لصة 6 ذم هذا فإن 


26 | - علس 


بينا » كا هو مبين فى شكل + - ١١‏ د ألثالى ع فإن مركبى يف فى الأساس الحديد هم* 
#6رزة ع (0 - 5)5/2م2 ٠»‏ # ومن.- (6 - 2/2) :زه هذا فإن 


ا 


إذا مصفونة الانتقال من 8 إلى “8 هى 


6رزة 0 605 
: دم 
0 وم 0 طاو- 


رشكل ع -م١(د))‏ 
وتصبح (4.27) 


]| 0دزة 56م 3 
(4.28) ا 1 05 6 2 5 ا 


أو يصينة مكافعة 


6 بر + 0 و00« د اير 
6م بر + 0 هلة ع« - ع بر 


فيلا إذا دار النمحوران بزاوية *45 > 8 ء فم أن 


- 455 ومن ح 455 رززو 


| 


4 


فإن (4.28) تصبح 


0/7 
فإذا كانت الأحداثيات القديمة للنقطة © هى (1- ,2) ح (ثز ,:*) فإن 
1 11 : 
7/2 21 7/2 12 3*0 
3 م 1 1 1 


00 ./2 


لذا تكون الأحدائيات الحديدة النقطة © هى ‏ (3/7/2- ,1/7/2) > (ر,) . 


معال (50) : ( تطبيق على دوران التحاور فى الفضاء الثلاثى) : 


نفرضص أن نظام أحداثيات متعامد #دزعر قد أدير حول محور 2 فى عكس اتجاه عقارب الساعة ( بالنظر 
من أسفل محور 2 الموجب ) زاوية 6 ( شكلع هب 9( ) . إذا أدغلنا متجهات وحدة ,8ه ؛ و8 2 وه 
على محاور * » ابر » 2 » المو جبة ومشتجهات وحدة ,3 ء و'فقاء و“ على محاور “د » “نز ء /2 الموجبة 


1 
(شكل؛ة-و١)‏ ش 7 


فيمكننا أن نمتبر الدوران كمملية تغيير من الأساس القديم ل وه ,ده ريه 4 - 8 إلى الأساس اللديد 
دلا ,نا ,'تقا] ح '8 . على ضوء مثال 54 بجحب أن يكون واضحا أن 


6 وم #6 صزة 
#سة_- | > نوزيس] و 0 | -ح وزين] 
0 0 


وعلاوة على ذلك » حيث أن دكا بمتد وحدة واحدة إلى أعلى محور /2 الموجب فإن 


0 
0 - بوزوس] 
1 

إذا مصفوفة الانتقال من 8 إلى "8 هى 


0 #صنة وم 
0 #وم 6مزو- 


1 0 0 
وتكون الأحدائيات القديمة (2 ,لز ,*) للنقطة © مرتبطة بأحداثياتها الحديدة (/2 ,"ز ,'*<) بالعلاقة 
]|0 0هزة 058 3# 
بر ]|0 #ومه 6صنه |- اير 
|1 0 0 4 

مثال (55) : 
اعتبر المتجهات 


زناء*لنا- * |« مزناد» 


فى مثال م5 أو جدنا مصفوفة الانتقال منالأساس ينا رنا]ح-8 للفضاء 222 إلى الأساس لي 'قاىى 0ح “8 
ومع هذا بمكننا الآن أيضاً أن نسأل عنمصفونة الانتقال من “8 إلى 8. لمحصول على هذه المصفوفة فإنندا 
ببساطة نغير من وجهة نظرنا ونعتبر /8 هو الأساس القديم و 8 هو الأساس الحديد . كالمعتاد أعمدة مصفوفة 
الانتقال ستكون أحداثيات متجهات الأساس القدم بالنسبة إلى الأساس الحديد , 
بالمعاينة 

رلا + ولا > ونا 
نا + 207 ح ونا 


]| - مله + [)|-ليم 


:. لذا فإن مصفرفة الانتقال من “8 لى 8 هى 


"1 


إذا ضر بنا مصفوفة الانتقال من 8 إلى “8 الى حصلنا علها فى مثال *> ومصفوفة الانتقال من “8 إلى 8 
الى حصلنا علبا فى هذا المثال نجد أن : 
1060 2 211 1- 
0 5 وم 
0 1 ]9 
وهو ما يثبت أن +-م ح © . وهذا ليس بصدفة كا تبين لنا النظرية التالية . 
نظرية ٠5١‏ : إذا كانت م هى مصفوفة الانتقال من أساس 8 إلى أساس “8 فإن 
(1أ) م تكون قابلة للانمكاس . 
(ب) “م هى مصفوفة الانتقال من “8 إلى 8 . 
( نرجىء الإثبات إلى نباية هذا القسم ) . تلخيصا لما سبق . إذا كانت م هى مصفوفة الانتقال 
من أساس 8 إلى أساس ”8 ء فيكون لاى متجه « : 
١‏ لكام د وزى] 
ولا مدع ه[نا 
تبين لنا النظرية التالية أنه إذا كانت مصغوفة الانتقال صم من أساس عيارى متعامد إلى أساس عيارى 
متعامد آخر فإن معكوس ل يكون إيجاده على درجة خاصة من السهولة . 
نظرية #0 : إذا كانت م مصفوفة الانتقال من أساس عيارى متعامد إلى أساس عيارى متعامد 
آخر لفضاء ضرب داخل فإن 


( نمحذف الإثبات . ) 
لتوضيح هذه النتيجة » اعتبر مصفوفة الانتقال 
كك 0ه 0 2 
06 #صلو- 
الى حصلنا عليها فى مثال 54 عندما أدر نا محاور الأحدائيات ( ومن ثم غير نا الأساس العيارى المتعامد ( يقار رقا 
فى شكل غ - ١8‏ ب إلى الأساس العيارى المتعامد [ن “ها ,,/8) . من السهل التحقق أن 


#زو- #ومه دادم 
6يه» #60ملة| 2 


قعريف : المصفوفة المربعة 4م الى طا الخاصية 
“ل د 11 


إذا “رك نص 


يقال أنها مصفوفة عمودية . 


لذا تنص نظرية ١‏ على أن مصفوفة الانتقال من أساس عيارى متعامد إلى آخر تكون دائما عمودية . 

النتيجة التالية » الى يناقش إثباتها فى القارين » نجعل من السبل نحديد مبى تكون مصفوفة 4 من 
النوع 5 ا #8 عمودية . 

نظرية م7 : العبارات التالية متكافئة : 

(1) 4 عودية .ل 

(ب) متجهات صفوف 4 : تكون فئة عيارية متعامدة فى 8 بالنسبة إلى الضرب الداخل الأقليدى . 

(ب) إمتجهات أعمدة 4د تكون فئة عيارية متعامدة فى #7 بالنسبة إلى الضر ب الداخلى الأقليدى . 


مشال (90؟) : 
اعتير المصفوفة 
0 ملت للد 
0/2 ل 
1 0 - لم 


0 
1 
0 2ل 
متجهات صفو ف 4 هي 
0 0 2 عدوم ,(0,0,1) ع يم )0 ع لم 
بالنسبة إلى الضر ب الداخل الأقليدى يكون 


1 > لدعلا > الملا > الما 
وأيضا 


0 > وم 0ل" ع وم ١ن"‏ ع يم ١‏ م 


وعليه فإن متجهات صفوف 4 تكون فئة عيارية متعامدة فى 82 . إذا 4 عمودية ويكون 


( سيجد القارئ أنه من المفيد تعليميا أن يتأكد أن متجهات أعمدة 4 أيضاً تنكون فئة عيارية متعامدة . ) 


يق 


فى مثالى 4+ ء» 50 ذكرئا مسألة الربط بين الأحداثيات القديمة والأحداثيات المديدة عندما محدث 
تغيبر هندسى ( دوران ) فى محاور الأحداثيات . فى بعض الأحيان تظهر المسألة المكسية التالية . 


توجد علاقة معروفة 


(4.29) 7 © 46|_|اء* 
]زيط ةم 6 
بين الأحدائيات القدبمة والأحداثيات الحديدة » حيث المصفوفة من النوع 2 22 عمودية . ومن 


المرغوب فيه أن نحدد كيف يرتبط هندسيا نظام أحداثيات زد ونظام أحدائيات “لل . تسمى المعادلة(4.29) 
تحويل أحداثيات عمودى فى 82 . لدراسة تأثير تحويل أحدائيات عمودى » أعتبر المتجهات 


ما “لما - »1ن -»[ه]- ٠»‏ 


فى نظام الأحدائيات تزه ثم أدخل نظام أحدائيات "زث بحيث يكون محور 7 الموجب فى اتجاه إلا وحور “بر 
الموجب فى أتجاه ينه ( شكل هم - ٠.‏ ) . لأله من المفترض أن المصفوفة 2 ا 2 فى (4.29) 
عمودية فإن المتجهين ينا * ينا يكونان متعامدين وهذا يؤكد 


(شكلع؛-١٠)‏ 
أن محورى “#داء "نز متعامدان . حيث أن 


وقارمة + رلاره > إلا 
وأيضاً 


يلاوط + رلاري4 ع ونا 


0 0 
لم 2-7 


فى (4.29) تكون مصفوفة الانتقال من الأساس يثنا ,ى'ه؟ إلى الأساس (ينا ,رمغ . 


فإن المصفوفة 


ردق 


من الواضح أنه يوجد احيّالان إما أن نظام الأحدائيات “لز “د يمكن الحصول عليه بدوران نظام 
الأحداثيات «زعد ( شكل + ١م‏ أ) ء أو أن نظام الأحداثيات “بر يمكن الحصول عليه أولا 
بانعكاس نظام الأحدائيات زع بالنسبة إلى محور + ثم دور ان نظام الأحداثيات المنمكس ( شكل + - ١م‏ ب). 
قد أثبت فى القّارين أن محدد مصفوفة عمودية'هو دائما 1 + أو 1 - » وعلاوة على هذا بمكن إثبات 
أن تحويل الأحداثيات الدمودى (4.29) يكون دورانا إذا كان 
42 41 


إية رط 


ويكون انمكاسا متبوعا بدوران إذا كان هذا المدد 1- , 
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(شكلعو-١؟)‏ ب 


١ دك‎ 


بالمثل يكون تحويل أحداثيات عمودى 
||3© 22 ره 
'لاأاوطظ وم رماع 
]1[ يه »© 2 
فى ته دورانا إذاكان 
62-0 621 
1 عد اوط رط رط 
د66 62 61 


ودورانا مصحوبا بانعكاس فى أحد مستويات الأحداثيات إذا كان المحدد 1- . 


مشال (58) : 
تحويل الأحداثيات الممودى 


لمن 


يكون دورانا لأن 


7 ال 
ويكون محورا “#داء “نر الموجبان فى انجاه متجهى العمودين 
ع ل 
أب / 
- ولا و 
شك 1 
1/2 2 


حت إلا 


(شكل +- ) 
مادة اختمارية : 

إثبات نظرية 7١‏ : لبكن © مصفوفة الانتقال من '8 إلى 8 . سنغبث أن / ع م0 » ومن ثم 
نستنتج أن 4ص ح © لكى نكل الإثبات . 


لتكن (يرنا ,. . . رول ررقه؟ ح 8 و افرض أن 
6 1062© 
م62 2 1 - م0 
30 7 “6 
من (4.26) ولعاط - مول:] 
0 ]0 - ملج] 
لميع ل من 87 . بضرب طرف ال معادلة الأعلى من اليسار ى © ثم التعويض من المعادلة الثائية تمحصل على 
(4.30) ولعام9 > ولء] 
لجميع << من 8# . وضم إفا ا فى (4.30) يعملى 
لكك زنك اك 1 
0س 62 6210 0 
0 01 
قالت ٠:‏ هه بها [ه0 
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6 0 
- |0 
و 0 
بالمئل التعويضات المتعاقبة يرها , . . . ,ولا - < قى (4.30) تعطى 
0 “2 0 62 
0 م22 1 222 
- 5 | 0]عءع 1 
ا 2 0 5 
إذا م#-دم0 . 
تمارين ؟ ل ٠١‏ 


, أوجد مصفوفة أحداثيات ومتجه أحداثيات ” بالنسية إلى الأساس إينا ريد) 2 م‎ - ١ 


(!) 7د ,3 حك « بلا ,4 > يه ,زه ,) د به 
(ب) (1,1) ح «ززة ,3) - يسرره- ,2) د رن 
(ج) 6يه) > 2,8 ,0) ع يسا ,) ع رن 


؟ - أوجد متجه أحدائيات ومصفوفة أحدائيات ؟ بالنسية إلى الأساس ده ,ون 9ع - قر , 


() 8,3,3 - :0/9 ,2 > و4 ,0 ,1) د روز باك به دم 
(ب) (8,9- ,7) د و6 ,5 ب4-) > وزرلة ,2 ,1) 2 رنر(ة ,12- ,8) دو 

؟ ب أوجد متجه أحداثيات ومصفوفة أحدائيات م بالنسبة إلى الأساس الوص روم روم ) ح اق , 
)غ0( داح وم ع رسيا ع رمرةعر +38 - 4 دو 
(زب) “اج ع ومرثي + 1ح يمور + 1س ور دع -2 دام 


غ - أوجد متجه أحداثيات ومصفوفة أحداثيات 4 بالنسبة إلى الأساس لوك ريك روك رركت 5 . 


00 00 11 11- 260 
1 ]| -نه ل | -ده 1 | -:4 1 0 ]-.ه 1 | -ه 
ه - فى كل جزء أعطى أساس عيار متعامد بالنسبة إلى الضر ب الداخلى الأقليدى . استخدم طريقة مثال 8+ 
لإبجاد متجه أحدائيات ومصفوفة أحداثيات «. 
101 م 
6 اا خده ست )كو 5 
0 ا و 6 بل :7 ,3) عاو 


(س) 43,2 د وس رلةق- ,44) > يس ,ة- ,4 ع يسزرة ,0 بال دو 


مين 


؟ - (أ) أوجدٍ « إذا كان (4 ,1- ,6) ح ,() و 5 هو الأساس فى مرين 19 . 
(ب) أوجد ٠‏ إذا كان (3,0,4) - ,(ه) و ى هو الأساس فى تمرين مأ . 
(ج) أوجد 8 إذا كان (3 ,6 ,8,7-) حت و(8) و 5 هو الأساس فى تمرين 6 . 
7 - اعتبر 22 له الضرب الداخلى الأقليدى . واعتبر [ 2« .ى» ) ح اق أساسا عياريا متعامدا 
حيث 4 ع يم 4- .4 حرو اعتير هاء + المتجهين فى 82 اللذين ها (1 ,1) ت ر(ه)ء 
14) د ىر( . 
(أ) احسب |إس|| ء (7,ن0)#ء (وس» باستخدام نظرية 08 . 
(ب) أوجد هاء ؟ وتأكد من صمة نتائج الحزء (أ) بحساب || || (9 ,ق) 4 ٠‏ (9بلاء 
مباشرة . 


م اعيبر الأسأسين إرلاررس) ع هاء (ودىن) - 8 لفضاء 482 2 حيث 
]0 0 0 ا 
4 نا 1 آلا 1 > ونا 0 عد إلا 
(أ) أوجد مصفوفة الانتقال من 8 إلى '8. 


(ب) احسب مصفوةفة الأحداثيات و[«] » حيث 


[فأ-» 


واستخدم (4.26) لحساب /ر[«] . 
( ج) تأكد من عملك بحساب -ر[»] مباشرة . 
(د) أوجد مصفوفة الانتقال من “8ه إلى 8 . 


- كرر ماطلب فى تمرين م حيث 


ا ا 0 


٠‏ - اعتير الأساسين زوه رونا رين - )8 آ؟ “8 الفضاء 23 حيث 


11-0 --1[ 5 


(1أ) أوجد مصفوفة الانتقالمن 8 إلى “8ه - 
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(ب) احسب مصفوفة الأحداثيات ,[«] » حيث 


5- 
1 ا داو 
[5- 
واستخدم (4.26) لساب -و["] 
( ج) تأكد من عملك محساب /و[*] مباشرة . 


و( - كرر ما طلب ق نمرين ٠١‏ حيث 


ل []-- ا [ن].- | 


١٠١‏ - اعتبر الأساسين (يم ,رم] ح 8 »ء [ يو ,يو ح “8 الفضاء بر حيث 
»2 + 3 ع يول ع بنع .20 + 10 د روررة + 6 ع رم 
(أ) أوجد مصفوفة الانتقال من 8 إلى “8 . 
(ب) احسب مصفوفة الأحدائيات و[م] » حيث عد -+- 4 -ح و واستخدم (4.26) لساب مر[م] , 
(ج) تأكد من عملك محساب «[م] مباشرة . 
(د) أوجد مصفوفة الإنتقال من “8 إلى 8 . 
م١‏ - اعتير ”7 هو الفضاء المنشأ من #اززة د ركاء 0086 جيك . 
() أثيت أن «دومه + مأو 2 ح يع ء بدومه 3 ح يع يكونان أساسا للفضاء 7 . 
(ب) أوجد مصفوفة الانتقال من (ج, ,50) > 8 إلى (يع ررع) ح “8 . 
( ج) احسب مصفوفة الأحداثيات ,[ط]) حيث * 005 5 - + هأ 2 ح- ظ8 و استخدم (4.26) 
لإيحاد بورط] 
(د) تأكد من علك محساب ر[ط] مباشرة , * 
(ه) أوجد مصفوفة الانتقال من “8 إلى 8 . 
١4‏ - اعتير أن نظام الأحداثيات المتعامدة "بر “بد قد حصانا عليه بدور ان نظام الأحداثيات المتعامدة نهد 
براوية 32/4 -0 , 
(أ) أوجد الإحداثيين فى النظام "بر د للنقطة الى إحداثياها فى النظام برد هما (2,6-) . 
(ب) رج الأحداثيين فى النظام نزعد للنقطة التى إحداثياها فى النظام “برد هما (2 ,05 . 
1١١‏ - كرر تمرين ١4‏ بزاوية 52/3 - 0 . 


514 


- اعتبر أن نظام الأحداثيات المتعامدة “#/بزثيد قد حصلنا عليه' بدور أن نظام الأحداثيات المتعامدة 2 نز د 
عكس اتجاه عقارب الساعة حول محور ( بالنظر إلى أسفل محور 2 ) بزاوية 8/4 - 89 . 
(1) أوجد الأحداثيات فى النظام. '2 "لو مد للنقطة الى أحداثياتها فى النظام 2 بزع هى(5 ,2 ,1 -) , 
(ب) أوجد الأحداثيات فى النظام 2 نز د للنقطة الى أحدائياتها فى النظام “2”ترتدهى (3-,1,6) . 

7 - كرر تلمرين ١5‏ بدوران زاوية 3/# - 6 عكن انجاه عقارب الساعة حول محور [ز ( بالنظر من 
على محور اثز الموجب فى اتجاه نقطة الأصل ) . 

١6‏ - كرر آمرين ١١‏ بدوران زاوية 35/4 - 86 عكس اتجاه عقاربإإساعة حول محور * ( بالنظر 
من على محور * الموجب ف اتجاه نقطة الأصل ) . 


ول - استخدم نظرية 58 لتحديد أى مما يل تكون مصفوفة عمودية . 


ل ظط] أطدوره 
0 76 | |2“ 
ك1 7 (ب)] | إ(ج)| ه ه6١1‏ 
1/2 2ل له وم 
7 
1 , 0م 0 0 1 
1 
لح كرد دك 1001 
3 0 11م 4 4 0 
ل 2 4 + 1-4 
ماص يي ” 0ه + + 4إ |مط هم ع ه 
10001 1 4 1-4 4 
6ك او 1ك 
75 6ل 2ل 0 3 جه ه 


٠‏ - أو جد المصفوفات العكسية لمصفوفات تمرين ١4‏ الى تكون عمودية 
١‏ ل أثبت أن كلا من المصفوفتين الآتيتين هى مصفوفة عمودية لجميع قهم 0 . 
0 #6ية- 0م 


)غ0( 1 2 0 ب( ١‏ 0ه 06 0 


001 0 
؟ - أوجد المصفوفتين المكسيتين المصغوفتين فى كمرين ١‏ 
م7 ب اعتير تحويل الأحداثيات العمودية 


"3 


أوجد ('بر#) للنقط الى أحداثياتها (ز ,:د) كيل : 
(أ) 6-2 (ب)2,م (+)98-,7-) (52) 0,0 
4 - ارمم بيانيا محورى د ومحورى "ز “د لتحويل الأحداثيات فى أمرين 0؟ . 
ه؟ - لأى مما يل يكون “اس ح 2 دورانا؟ 


ل ا 0 
3 :0/0" ال 
0 0 ع © | راحم 
0/2 001 
212 3 00 
0( ل ]م 2 ل ]م 


- ارسم بيانيا محورى /زءد ومحورى “بر لتحويلات الأحداثيات فى أمرين 7٠‏ . 
م - اعتير تحويل الأحداثيات الممودى . 
“*||هة 4- 5] |ى 
*ا||[مة 4 14د ابر 
|ل[1 © 6)| زه 
أوجد ('2 ,"ز ,<) للنقط الى تكون أحدائيانها (2 ,لز ,) كا يل : 
(2)1-.0,) (ب) 0,2,6 (ج)(3- ,2- ,9-)( د) (0,0,0) 
- ارمم بيائيا محاور 2 تعد ومحاور 7 “بز لتحويل الأحداثيات فى تمرين 0< . 


( 84 4 
رب) إك 1 + إ|دم 


13 ؟! 1 


09 - لأى مايل يكرن اناص ح ير دورانا ؟ 

غج- 4000١0‏ 
()46 06 دم 

0 1 0 

مه ارم بيانيا محاور 2 ا ومحاور .2 “نز “د لتحويل الأحداثيات فى مرين 59 . 

-(اآ) حصلنا على نظام أحداثيات متعامدة /2 “نز “#د بدوران نظام أحداثيات ب بريد عكن اتجاء 
عقارب الساعة حول محور ' بزاوية 6 ( بالنظر من على محور بز الموجب فى انجاه نقطة 
الأصل . ) أوجد مصفوفة 4 بحيث يكون 


1 2 

0 
حيث (2 ,3 ,) » (2 ,ثثز ,/) هما أحداثيات نقطة فى النظامين 2 «رعداء © بر بد على الثر تيب . 
(ب) كرر الحزء (1) لدوران حول محور * . 


فى 4د 


شق 


+م - حصلنا على نظام أحدائيات متعامدة “بت ”لز ”بد أو لا بدور ان نظام أحداثيات متعامدة 2 نز تداز اوية ”60 
عكس ,انجاه عقارب الساعة حول محور 2 ( بالنظر إلى نحت ١‏ من محور 2 ألموجب) للمصول على 
نظام أحداثيات /# “بر “بد وبعد ذلك دوران نظام الأحداثيات “2 “ل بيد زاوية "45 عكس تجاه 
عقارب الساعة حول محور "لز ( بالنظر من على أتجاه "بز الموجب إلى نقطة الأصل) . 


أوجد مصفوفة 4 بحيث يكون 
0 0 8 


حيث (2 ,لز ,جد ) ء ( ”2 ,”نز ”جر ) هما الأحداثيات ق النظاءين 2 تر عد . "ج “ير “يد لنقطة. 
مم أثبت أنه إذا كانت 4 مصفوفة عمودية فإن “4 أيضاً تكون عمودية . 


4م - أثبت أن أية مصفوفة من النوع # ا 2 تكون عمودية إذا وفقط إذا كانت صغوفها تكون 
فثة عيارية متعامدة ' 87 0. 


وم - استخدم "مرينى م » 4م لإثبات أن أية مصفوفة من النوع # كا تكون سمودية إذا وفقط 
إذا كانت أعمدتها تكون فثة عيارية متعامدة ' 07 . 


.م - أثيت أنه إذا كانت م مصفوفة عمودية فإن 1 > ( )4ك أو 1- -(8)امك . 
بام - أثيت نظرية هادأ , ْ ْ 
مم - أثبت نظرية ملساب. 


وم - أثبت نظرية 76 سام 3 


ه-التحويلات الخطية 
ه  ١‏ مقدمة للتحويلات الخطية 


فى هذا القسم سنبدا فى دراسة الدوال ذات القيم الاتجاهية لمتغير معجه . أى الدو ال الث لا الصورة (7)9- 
حيث كل من المتغير المستقل ” والمتغير التابع * هو متجه . وسوف نركز على فصل خاص من دو ال المتجهات 
وهو مايسمى بالتحويلات الخطية , ولؤلاء تطبيقات هامة كثيرة فى الطبيعة والعلوم الندسية و العلوم الاجناعية 
والأفرع الختلفة من الرياضيات . 

إذا كان ”183 فضاءين خطيين و كانت / دالة يحيث تلازم متجهاً وحيداً من 17 بكل متجه من 1» 
فإننا نقول أن م ترمم 7 إلى 7#[ ونكتب 8# جا : 7 . وعلاوة على هذا إذا كانت / تلازم المتجه « 
بالمتجه * فنكتب (700 ح # ونقول أن ” هى صورة ؛ بتأثير ‏ . 


للتوضيح » إذا كان (ز ,6) - ؟ متجهاً فى 22 فإن الصيغة 
)05.1 : مرح عدرير + ع )ع (اكر 
تعرف دالة حيث ترسم 22 إلى 83 . وبصفة خاصة إذا كان ( 1 ,1 ) 7 فإن صورة « بتأثير / 
فى (0,2,0) - (70 . 
تعريف : إذا كانت تاج 78[ : م دالة من الفضاء الحطى 7 إلى الفضاء الخطى 77ء فإن // تسمى 
تحويلا خطياً إذا كان 
() )م +(" ع زم + ومس لكل متجهين ها ء لاا من 7 , 
(نة) (ل)”/ ح (داط) لكل متجه فا من /[ و لكل عدد قياسى © . 
التوضيح اعتبر 23 ج #2  :‏ هى الدالة المعرفة بواسطة (5.1) إذا كان (رلرر#) سد هاء 
(وط .و«) ع ؟ فإن ,أوثر + نزريكا + ي<«) ح و + اس وإذن 
([واا + رن] - [يء« + يعن] ,[وثبر + رير] + [يد + وع«] رود + يع ع زج + سر 
زولا وعد وونز + وك وو*) + (و1 4ك وول[ ع 1ك وو6) حت 
1ك 0ك 
أيضاً إذا كان عل عدداً قياسيا فإن ,(ربرط رر»دم) - لط وإذن 
(ونكط ح يبعا رونط د عا ورءما) - (ه)12 
)ولا ح يع وريز ل وكا »)م - 
لماح 


فس 


لذا تكون / تحويلا خطياً . 

إذا كانت /7[ جح 7 : ر تحويلا خطيا » فإنه لأى ٠”.‏ 72 فى ل[ ولأى عددين قياسيين ,6 » #62 » 
يكون 

(وتاليط + اطع ع رونويا) + (ركرغ)ظ ع (وكيغ + رلر))ط 

بالمئل إذا كانت إلاداء ولااء... © برا متجهات قى ”3 وكالت يع ج66 26... © ير 
أعداداً قياسية » فإن 
(52) راطم + ١0ل‏ (ري + الك د روا + +00١‏ وكيم + ك0 

سنعطى الآن بعض أمثلة أخرى للتحويلات اللطية . 


مثال(١):‏ 
اعتير 4 مصفوفة محددة من النوع # كا :7 . إذا استعملنا رموز المصفوفات للمتجهات فى ”207 , ”هر 
فيمكننا تعرين دالة ”290 ج- 27 : "7 بواسطة 
“ال - )1 
لاح ظ أنه إذا كانت ا مصفوفة منالنوع 21 فإن حاصلالضر ب :4 يكون مصفوفة من النوع 7071 » 
لهذا فإن 7 ترسم "2 إلى 27 . وعلاوة على هذا *7 تكون خطية » لإثبات هذا نفرض أن ها » « مصفوفعان 
من النوع 1 < 8 و أن © عدداً قياسيا . باستخدام خواص ضرب المصفوفات نحصل عل 
ل ع لل د زر + يال 0 (سم)م ح (د6)ل 
أو بصيغة مكافئة 
)7 + (ه)7 ح م + 11 و 0م27 ح س1 
منسمى التحويل الخطى فى هذا المثال بالفرب فى 4 . وتسمى التحويلات المطية من هذا النوع بتحويلات 
للصفوفات . 
شال( :)١‏ 
كحالة خاصة من المثال السابق ع اعتير © زاوية ثابتة واعتير 2ه ج 2ه : "2 ضرباً فى المصفوفة 
6 صلو- 668 02 
0560 518 


إذا كان ؟” هو المتجه : 


يفف 


فإن 
0ه نر - 8 قمه ع 0 * || 0ماة- 66غؤ و د 7 
0م بر + 0 ضزو ا ][0ومء 60و 
عندسياً يكون (3)0 هو المتجه الذى ينتج إذا دار ؟ بزاوية 8 لإثبات هذا » نفرضن أن © هى الزاوية 
بين ” وبين اتجاه حور * الموجب » وأن 
5 
ب ادم 
7 


هو المتجه الذى ينتج إذا دار "ا بزاوية 6 ( شكل ه- ١‏ ) . سلثبت أن (7)09 ع ”# . إذا كان م يدل على 
طول ؟ فإن ١‏ 


#صملوم د بر © 6005م د عير 
بالمثل حيث أن "؟ له نفس الطول مثل ا » فإن 
(م + 06)ملو" ع بر (م + )5م م د هر 
(م + 0)ؤومه ,م د 
(© + ممم] ‏ إبراة " 
م عه 


© مزة 0 ومه م + بن ومه 0 ملو م 
0 وبر 6050| 
60م بر + 6 هو | 2 
|| 0مة- 6056| 
د]|[6ومه #سأة] 2 
70 عدبم 
يسمى التحويل الخطى فى هذا المثال بدوران 22 بالزاوية 60 . 


إذن 


مشثال («) : 

اعتبر 77 » /57 فضاءين خطيين . فيكون الرامم 18 <-7 :7 بحيث يكون 0 -(9) 1 لكل ؟ من 7 
تحويلا خطياً يسمى بالتحويل الصفرى . لإثبات أن '7 خطى » لاحظ أن 

0 > رنه)"1 لصة 0-(76 ,0 ع ر(ن)7 ,0 - زج + 11 
وإذن 
(س)'ةع ع زيم)"1 24 700 + )7 ع زم + 11 

شال (4): 

اعتبر /7 أى فضاء خطى . يسمى الراسم 1 ج 7 : '3 المعرف بواسطة « - (700 بالتحويل المحايد 
على 7. نترك تحقيق أن 7 خطى كتمرين . 

إذا كان » كما فى مثالى , » + لح 7:7 تحويلا خطياً من فضاء خطى 7 إلى نفسه » فإن "3 
يسمى مؤثراً خطياً على 7 . 


مثال(ه) : 
اعتبر 17 أى فضاء خطى و 6/ أى عدد قياسى معين . سر ك كتمرين التأكد من أن الدالة /ا جثر] : 7 
المفرقة تواسئة 
نا 
هى مؤثر خطى على 7. إذا كان 1 < 6 » تسمى '7 بتمديد ل ء إذا كان 1 > 6 > 0 تسمى'23 
بتقايص 1 . هندسيا فإن المّديد « .مط » كل متجه من 7 بالمعامل / والتقليص « يضغط » كل متجه 
بالعامل / ( أنظر شكل 8- م ) . 


(شكله-؟) ()تمديد ١.”‏ (ب) تقليص 7. 
نينا 


مثال(5): 


اعتبر 1 أى فضاء ضر ب داخبل » وافرض أن 88 فضاء جزئياً ذا بعد منتهى من 7[ له 


كأساس عيارى متعامد . اعتير #]ج :7 هى الدالة الى ترعم المتجه # من 7 إلى مسقطة العنودى 


| 
/ 


(شكل ه- م) 


على 17 ( قم ؛ - و)ء أى أن 


ا ا ا ا 4 ا ال 423 2 ناا 
( أنظر شكل ه- ) 
يسمى الراسم '7 بالإسقاط العمودى للفضاء ”ا على /78 ٠‏ و ينتج أنه خطياً من الحواص الأساسية للضر ب 


الداخل . فثلد 
اجر ا ع بو + ل ورج وأا ل سم ع للج ار ل س4 ع رول 11 
الجا نك + 00 ل ولالج ولا لاي ع الالح ١‏ بلا 
ا + ل ولاج وا + رلور م + 
700 + (ن"7 ع 


بالمثل (ن)7/ ع زنن7')1 ٠‏ 


مثال(0): 


كحالة خاصة من المثال السابق » اعتير #3 د[ له الضر ب الداخلى الإقليدى . يكون المتجهات 
(1,0,0) ع رسوداء (0,1,0) ح ويس أساساً عيارياً متعامد' للمستوى «رعد . فإذا كان 
(2 ,لز ,ا) حم أى متجه من 23 ء فإن المسقط العمودى للمتجه 83 عل المستوى د يعطلى بواسطة 
4 | 2001 42 - نا 
(0,1.0)ر + (1,0,0)ج د 
(لنر ب جح 


طفن 


( أنظر شكل ه - ) 


(فكل 6.5 -؛) 


مشال (8): 
اعتير 7 قضاء خطياً ذا # يعدا ء وإن ىر . . ,1« رو ج هر أساساً مميئاً للقضاء 7 . 
من نظرية 4؟ فى قسم غ - ٠١‏ يمكن كتابه أى متجهين ها » ” بطريقة و حيدة على الصورة 
واللر ل 20 لد ولاو لد رللارم حاير و وار ل 00 ل يللارأه + رلارل عدو 
ومنها 
2 4 2 الل 
ولكن زرك ناموك برا ع وزو 
مالك + ن) + 0١‏ + ولاليك + يم) + رليك ع رم د ول ان 


الال !) + ٠0١‏ ل وسزيم4) + بوزرمعم) ع مام 


ومنها 

ليك على متتعءوك + يم ررك + من ) ع وزو + س) 
وإذن يكون (كة .ا للمو6ة .»4) ع ولم) 
(5.3) و( + ولس) ح وزجا+ ين ادو ولسام ع ورسم) 


بالمثل لمصفوفات الأحداثيات يكون لديا 
05 + وزس] ع وزء + هن د ول[س]» - وزسم] 


لنفرض أننا اعتبر نا 7 جل[ :10 حى الدالة الى ترمم المتجه * من 7 إلى متجه أحدائياته بالنسبة إلى 8 » 
أى أن 


و(9) > 10 


يفقا 


فيكون بدلالة "2 » تنص (3- 5) عل أن 


707 + (س)7 ع زو ع 11 
وأيضاً 


(س7غ ح (س)1 
لهذا فإن "7 تحويل خطى من ل[ إلى 87 . 
مثشال(9) : 
اعتبر 1 فضاء ضرب داخلى » واعتبر ملا أى متجه معين من ”7 . اعتبر #2 جح 7 : 3 التحويل الذى 
يرسم أى متجه * إلى حاصل ضر به الداخلى مع و« أى أن 
40 - 310 
من ختواص الضر ب الداخل 


700 + س7 ح جوري + (وجس) د جوريو + بن د زوج 1 
وأيفا 


()7 ع لجوج )م - ونس ع (ن)1 
هذا فإن 2 نحويل خطى . 
مثال 0٠١(‏ : 
( للقراء الذين درسوا حساب التفاضل و التكامل . ) 
اعتبر 11 ,0 ] ©-لآ هو الفضاء المطىلميعالدوال المتصلة ذات القيمة الحقيقية على الفتّرة1 ك:ك0. 


واعتير 77 هو الفضاء الحز من [0,1] © المكون من جميع الدوال الى مشتقتها الأولى متصلة فى 
الفترة 51« 5ك 0. 


اعتبر 17ح 2:18 هر 'التحويل الذى يرسم 4 إلى مشتقتها ء» أى أن 


“) ع )م 
من خواص التفاضل » يكون لدينا 


(عاط + قلغم - رع + )م 
وأيضا 


(كاطم - عام 
إذن 8 تحويل خط . 
مثال )١١(‏ : 
( القراء الذين درسوا حساب التفاضل والتكامل ) 
14" 


اعتبر[ 1 ,0] © ح 8 كا فى المثال السابق و اعتير 2 جح 7 : ل معرفا بواسشطة 
«4 ال م[ - قال 
فثلا إذا كانت 2 ح (بد)ر فإن 
- عه تدر - وار 


حيث أن 


-4 هاو ل جعة وار و[ دع زومو + هان) ور 
وأيضا 

ا 1 * ع بيك 0 1 
لأى ثابت 6 » فينتج أن 


2 + اك - رع + ال 
الم - ال 
إذن ل تحويل خطى . 
تمارين © ١‏ 


ف القارين ١‏ - م تعطى صيغة لدالة #2 ج2ه : م . حدد فى كل تمرين ما إذا كانت ا خطية . 


١‏ - (رع2) - زور ١‏ - (ررتم» د (روىة 
 *»‏ - (*«ظ) ح (ربزوم - («ل,0) - (رو)_ 
9 > (1 + ررم > ررم 5 > (يرس ع ريرم 2 - (رو)7 
لا «(«ررر) - (رومم ل «ذل مدال) > (ا )8 


فى القارين و - ١١‏ أعطيت صيغة لدالة 243 جه 23 : . حدد فى كل تمرين ما إذا كانت 4 خطية . 


5 > 7 بر ع ع ع > 2 )2 عد (0,0) > 27 ,برعم 
أ (1,1) د 22 زوم ١+‏ - 422 س برق ,رج 28) > ( روم 


فى القارين ١5-1‏ أعطيت صيفة لدالة 2 <- و86 :”/ . حدد فى كل "مرين ما إذا كانت ”ا غطية . 


»6 ذ 64 ذ6 
0 3 72 56 01 ع 
4 له 5]) م * لله 6])” 
66 2 كك طظه 
مو #دسهء+36+ه20- 4 0 كوم 6+ - ل 0 


فى الدّارين ٠١ - ١7‏ أعطيت صيغة لدالة وظر ج رط :م . حدد فى كل أمرين ما إذا كانت #/ خطية . 


/ا3 > نم3 - وم2) + عليه + رم) دوه د (#عريه + ره + وه)ل1 


م - 2(ا+ >)يه + (1 + جره ع وه ع (تعريه + عدره لل ون)ر 
18 - مع ريه جاعرره دوم)م 
0 - يديه + عدره + (1 + وه) ع (تعررم + جره + وهم 


وم - اعتبر #2 +2  :‏ هى الدالة التى ترسم كل نقعلة فى المستوى إلى انعكاسها حول محور لز . أوجد 
صيغة للدالة ‏ ثم أثبت أن م مؤثر خطى على 82 . 
- اعتير 8 مصفوفة معينة من النوع 3 2 . أثبت أن الدالة وو24 ج ج36 : "3 المعرفة بواسطة 
8 - (7)4 هى تحويل خطى . 
م؟ ب اعتير #2 ج 23 : "7 هى تحويل مصفوفات » وافرض أن 
0 0 


1 : 
1 |7101 0ه آم - |]| "١ 2| ١‏ > || 0 |2 
77- ز0 1 0 


0 1 


(أ) أوجد المصفوفة . 
1 
(ب) أوجد عاك 
8 


د 
( ج) أوجد نر | 
2 
4؟ - اعتير 217 20:23 هى مسقط 23 العمودى على المستوى 2د ء ”337 . 
(!) أوجد صينة للتحويل 7 . 
(ب) أوجد (1- ,7)2,7 . 
٠؟‏ - اعتبر 77 ةد تر :7 هى مسقط جر العمودى على المستوى ”87 الذى معادلته 
0ع ج ع ردير 
(أ) أوجد صيغة التحويّل '3 . 
(ب) أوجد 207)0,8,4. 
فى كل جزء اعتبر #2 ح 82 : “3 هو الموثر الحطى الذى يدير كل متجه ف المستوى بزاوية 0 
أوجد (1,2-) 3 » (ثز ,*«)2 عندما : 


0-7 (ب) > -0 (+)ع -0 (م 5- دم 


رق 


بم - أثبت أنه إذا كان '38 جح 2[ : 7 تحويل خطى فإن 70 - (708 - (؟ - 700 المميع المتجهات 
5 ”# 1 

ه؟ - اعتبر(ير؟ ,. . . ,72 ,74) أساسا للفضاء المطى 7 واعتبر 8#[ + 7 : 3 تحويل خطى . أثبت أنه 
إذا كان 70-0 - ..١.‏ ع رر76 ح ,م7 » فإن "7 هو التحويل الصفرى . 

وم - اعتبر (ير9 ,. . . ,72 و” أساسا لفضاء خطى 77 واعتير /[ ح+ 2:72 مؤثر خطى . أثبت أنه إذا 
كات ل؟ > 70,0 ,...رو؟ - (20 ,رم - (ر7' فإن 42 هو التحويل المحايه . 

.٠مه-‏ اعتير '5, أساساً لفضاء خطى ذى # بعدا . أثيث أنه إذا كانت ي«» ثلا » .. . » م تكون 
فئة مستقلة خطيا من المتجهات فى 7 فإن متجهات الأحدائيات 9,(5),....و(:؟) ,و(0): تكون 
فئة مستقلة خطيا فى ”46 والعكس بالمكس . 

١م‏ - باستخدام رموز تمرين .م أثبت أنه إذا كانت ,«ء و7 » . . . » م؟ تنشى" 7 » فإن متجهات 
الأحدائيات و( ,... ,و(د) رول تنشى” 287 والمكس بالعكس . ش 

٠م‏ - أوجد أساساً لفضاء' وطر الحزق الناشي” من المتجهات المعطاة 


0( 9 ,6 + ع3 + 3 ,2ه د بره إساب 
5 3 ,تيرج +2 إعسر ع1 


(9«2)7 -ع3 + 3 ,تيم - بر2 + 2 إكيرق عر | 
( ارشاد : اعتبر 5 هو الأساس المعتاد للفضاء و2 و استخدم متجهات الأحدائثيات بالنسبة إلى ' 
5 ء لاحظ مريى 0٠‏ (7#). 


ه ؟ خواص التحويلات الخطية : النواة والمدى 
فى هذا القسم سنطور بعض الحواص الأساسية للتحويلات المطية . وبصفة خاصة ستثبت أنه مّى عرفنا 
صور متجهات الأساس بتأثير تحويل خطى . فيصبح مكنا إيحاد صور بقية المتجهات فى الفضاء . 
نظرية ١‏ :+ إذا كان 17ح / : 27 تحويلا خخطياً » فإن : 
)ع( 0 - 10 
١ب‏ 7- - (-)7 لكل ؟ من 7 . 
(د)150 - 7 ع زو - 710 لكل #29 من 07ل 
الإثبات : اعتبر + أى متجه من 7 . حمث أن 0 ح 09 » فيكون 
0 > 01 > (7)09 > (7)0 
وهو مايثبت (1) 
أيضاً .(320- .- (21(70) > (1(0-))7 - (ن )2 ..وهو ما يثبت (ب) 


لفرق 


وأخيرا +10 -) ل بو دس ابد ء وملها 
18 -) + 1 
(1(708-) + 1 
8 (م7 - 76 - 
تعريف : إذا كان 77[ جلا : 7 تحويلا خطيا فإن فئة متجهات ”1 الى ترسمها 7 إلى 0 تسمى بالنواة 
( أو بالفضاء الصفرى) للتحويل 23 » ويرمز ها بواسطة (3) 1©5. فئة جميع المتجهات من 77 الى تكون 
صورا بتأثير 3 لمتجه واحد على الأقل من ”7 تسمى بالمدى للتحويل 2 » ويرمز ا بواسطة (#85)3 . 
مشال )١١(‏ : 
اعتبر /7<1# : 3 هو التحويل الصفرى. حيث أن 2 ترسم كل متجه إلى 0 » فإن/ا-(2) 67ل. 
حيث أن 0 هو الصورة الوحيدة الم.كبة بتأثير "2 فإن (8)37 تتكون من المتجه الصفرى فقط . 


7106-8 


مشال )١7(‏ : 
اعتبر ”0 ج ”73:8 هو الضرب فى 
© 555 2ر4 رور4ك 
وو ا 
12 0422 4 2 
1 مسةك ''' رسك اسك 
النواة التحويل "3 تنتكون من جميع 
3 
ادي 
الى تنكون متجهات حل للنظام المتجانس 3 
0 د 
"|| ام 
04] لم 
ويتكون مدى '7 من المتجهات 
87 
]| -ه 
3 
بحيث يكون النظام 
8 رد 
]زم 
متوافق . 7 5 


نظرية * : إذا كان 187 جح 72 :7 محويلا خطيا فإن + 
(أ) نواة 2 هى فضاء جز من ”7 . 
(ب) مدى 7 هى فضاء جز من 37 . 
الإثسات : 
(1) لإثبات أن (2) 6ط هو فضاء جز » يحب أن نثبت أنه مغلق بالنسبة لميع و الضرب فى أعداد 
قياسية . اعتير ,7 » ١72‏ متجهين فى (3) 1هكا واعتير / أى عدد قياسى . فيكون 
710 ع ل709 ع زرو + 107 


20+00 
إذن ي؟ + ىا ق(2) هط . أيضا 


6-0 د ررىلةم د ررى 
إذن ,© فى (27) 662 . 
(ب) اعتبر ,882290 متجهين فى مدى'2. لإثبات هذا الحزء يحب أن نثبت أن ين« حل 690 #/ من مدى1 
لأى عدد قياسى 6 . أى أئنا يحب أن نجد متجهين هءط من ”7 بحيث يكون 
و + 0 ع (ه) 7 ؛ رو ع (230)5 . 
حيث أن ,# © و" فىعدى 2 فيوجد متجهان ,8 ٠‏ يه من 7 بحيث يكون 
” > (يرة) 7 ؛ و« - (يه)7 . أعتبر يه + ره -ح هء ره68 - ط فيكون 
و" + 30 > (يه1 + لرة)1 > (يه + ,)7 ح ر110 
وأيضاً 
ركم ح ليهة)1/ ع زرهغ)7 ع رم)1 
وهذا ما يكمل الإثبات . 
مشال (14) : 
اعتبر رج" : 7 هو الضرب فى مصفوفة 4 من النوع # ٠‏ 78. من مثال ١‏ تتكون نواة '2 
من جميع حلول 0 :ت :4م ٠‏ إذ. النواة هى فضاء الحلول لهذا النظام . أيضا من مثال ١١‏ يتكون مدى 23 
من جميع المتجهات 8 بحيث يكون النظام 4 متوافقا , إذا من نظرية ١4‏ فى قسم 4 -58 »2 يكون 
مدى '7 هو فضاء الأعمدة للمصفوفة 4 . 
' اعتير ؤير9 ,... ,72 ,7 أساسا للفضاء الخطى 38 وأن 8# <.2 7 :7 تحويل خطى . إذا حدث 
وعلمنا صور متجهات الأساس . أى 


10 م7 ,1 


زذرق 


فيمكننا الحصول على الصورة (9) 7 لأى متجه ٠‏ » أولا بكتابة 7 بدلالة الأساس » مثلا 
لاي لط 2008 طب ولاو لط ولام حد بو 
ثم استخدام العلاقة (5.2) من قسم 0 ١‏ لكتابة 
17 + :د + و19 يم + 4,760 ح 1 
وباختصار فإن التحويل المطى يحدد تماما « بقيمه و عند أساس . 
مثال )١6(‏ : 


اعتير الأساس (و” ,ول ,و7 ع للفضاء 20 حيث (0 ,1,0) > و83 ,(1.1,0) 2 رذ ,زلا ,1) د رو 
واعتبر أن #2 ج 23 : 7 هو تحويل خطى » حيث يكون 
(4,3) ع رو)1 (1-,2) ع ري1 (1.0) ع 1 


أوجد (3,5-,20)2 . 


الحل: أولا نكتب (5 ,3 - 2)ت ؟ كتركيبة غطية من (0 ,1,0) - 9 ,[0 ,1 ,1) 2 وأرل! .1 .1) ح رن 


فيكون (0 ,0 مل)وظ + (0 .1 ,)يغ + (1 ,1 .1))م > (3,5- ,2) 
أو عند مساواة المركبات المناظرة 

2 ح ولط + يلم + م 

3-- وغ + م 

1 5 


وهذا يعطى 5 ع ,غ6 » 8- ع يغ ؛ 5 ح وم . هذا 


و59 + و8 - رلا5 ع (5 ,3- ,2) 
إذا 


و5709 + (ي 870 - 5709 > ر5 ,3- ,702 
-1|١( + 5)4,3(‏ ,8)2 - (5)1,0 د 
(9,23) ع 
تعريف : إذا كان “18ج [ : 73 تحويل خطى فإن بعد مدى '2 يسمى رتبة "7 وبعد النواة يسمى 
صفرية '42 . 


مثال (5) : 
اعتير 22 ج22 :"2 دوران القضاء 82 بزاوية 5/4 . من الواضح هندسيا أن مدى '23 هو كل 82 » 
وأن نواة '3 هى (0) . هذا فإن رئية "7 -- 2 » وصفريته - 0 . 


خرف 


: )١07( مثال‎ 

اعتبر ”7ه :7 ضربا فى مصفوفة 4 من النوع 72# . فى مثال ١4‏ رأينا أن مدى '7 هو فضاء 
أعمدة 4 . لهذا فإن رتبة '3 هى بعد فضاء أعمدة 4 وهو بالضبط رتبة #4 . باختصار فإن 

رتبة (2) > رتبة (4م) 

أيضاً فى مثال ١4‏ » رأينا أن نواة "3 هى فضاء الحل للنظام 0 ح 43 . هذا فأن صفرية 7 هى البعد لفضاء 
الحل هذا , 

تعطى النظرية التالية علاقة بين الرتبة و الصفرية لتحويل خطى معرف على فضاء اتجاهى ذى بعد منتهبى . 
سثر جى" الإثبات إلى نباية هذا القسم . 

نظرية # : ( نظرية الأبعاد) : إذا كان 7[ جا :7 تحويلا خطيا من فضاء اتجاهى1 من بعد « إلى 
فضاء اتجاهى 177 فإن 

(رتب2 ) +( صفرية 7 )-يمر 

ف ا حالة الماصة عندما "16ح ل "جرع /[ و 7ج ج20 : 37 ضر ب فى مصفوفة 4 من النوع82<68. 

فإن نظرية الأبعاد تعطى النتيجة التالية : 
(رتبة 2 ) - (عددأعدة 4م )- 

(5.4) (صفرية 2 ) - (رتبة 2 )ام 

ولكن ذكرنا فى مثال١‏ أن صفرية 7 هى البعد لفضاء الحل للنظام 0 ح ده ٠‏ وأن رئبة '3 هى 
رتبة المصفوفة 4 . لهذا تعطى (5.4) النظرية الثالية . 

نظرية 4 : إذا كانت 4 مصفوفة من النوع # 6< وير فإن بعد فضاء الخل للنظام 0 - عكر هو 


ار نبسة (4) -م 
مثال )١6(‏ : 
فى مشال هو" يقسم غ - ٠ه‏ أثبتنا أن النظام المتجانس 
0 ع يعر ب وير ل إكا2 ل إي2 
0 > وكا ل كدق ع2 ل يبر اس كرت 
0 > وعر_- و22 س يكير ل بكر 


0ع ود ل يعر + 3 
له فضاء حل ثناق البعد » بحل النظام و إيحاد أساس له . 


حيث أن مصفوفة المعاملات 


ارق 


لحا خسة أعمدة » فينتج من نظرية 4 أن رائبة 4 يجب أن تحقق 
رئبة (4)-5 2-2 

وما رتبة (4) ح 3 . بمكن القارئ أن يتأكد من هذه النتيجة باخثز ال 4 إلى الصورة الصفية المميزة 
وإثبات أن المصفوفة الناتجة لها ثلاثة صفوف غير صفرية , 
مادة إختيارية : 

إثبات نظرية © : يحب أن نثبت أن 

م ع (( امع )سال + ( 1 )ل )ملل 
سنعطى الإثبات لمالة عندما ‏ / > ((1),ع0182)1 > 1 ونترك الخالتين م ع ز( 7 )مع1) نسلل 
و 1((<0)ع )صلل كترينين. افرض بر > ((7)ع1)صلل واعتير إلا يلاء ... 6م؟ 
أساساً للنواة . حيث أن (م؟ ,... ,7 ,رلا مستقلة خطيا فإن الحزء ( ج) من نظرية ه فى الباب 
الرابع ينص على وجود "- # متجها » , .برلا » . . .2 بير؟ بحيث يكون إ١‏ 00 
أساساً للفضاء /7 لإكال الإثبات سنثبت أن المتجهات "- « فى القئة ((م؟) 37 ,... ,(لم) 42 اق 
تكون أساساً لمدى "2 . ومن ثم ينتج أن 
م ع "+ ل - ن) ع (ز(1)مع )سال + ((7) )ستل 

سنثبت أولا أن 5 تنشى' مدى 73 . إذا كان ط أى متجه فى مدى "3 » فإن (707 > «المتجه ما ؟ من 

7 . حيث أن ( ,7 ,... ,نم7 ,م؟ ,. . . ,9 4 أساس للفضاء ”ا فإن ؟ يمكن كتابها على الصورة 
تمرك رسي يي يي ال ف يي ل ل اال الدك ين 
حيث أن رلو» ... ؛ نر؟ تقع فى نواة '2 فإن 0 ح (,2709 > . . . ح (وم) 7 وإذن 
لالم +00 للبم رين - (7 عاط 

لذا فإن 5 تنثى' مدى 27 . 

أخير ا نثبت أن 5 فئة .مستقلة خطيا ومن ثم تكون أساسا لمدى 7 . افرض أن تركيبة خطية ما من 
المتجهات ى 5 تكون المتجه الصفرى » أى أن 


(5.5) 0 حاتي ل ل لرجر 1 مها 
يحب أن نثبت أن 0 حدى/ ح . . . ح وبم, . حيث أن 2 خطى فإن (5.5) يمكن إعادة كتابتها 
على الصورة . : 


0 ع ةم + +20١‏ رجماربن)1 
الى تنص على أن يرل يري + . . . + ,م9 وجري فى نوأة 7 . هذا يمكن كتابة هذا المعجه كتركيبة 
خطية من متجهات الأساس م7 ,. . . ,9 مثلا 2 
1 اا ا شي ل ا 0 
احرف 


وإذن 


0 ياي - ١‏ ح ماري ركم +0 + رليم 
حيث أن [ ,9 ,. . . ,70 )4 متجهات مستقلة خطيا فإن جميع الأعداد م هى الصفر وبصفة خاصة 
مدع - ...دربا » وهو ما يكل الإثبات . 
تمارين 2ه ؟ 
١‏ ساعصر 22ح 27:82 شرباق 
1- 2 
4 8- 
أى مايل فى (80)2 ؟ 


1] #©#[م نا 


؟ - اتير 2ه ج 7:82 هو التحويل الخطلى فى تمرين ١‏ . أى مايل فى (73) 67لا ؟ 


0] بس إما «4 || 


م« اشر 3ج #64 :2 ضرباق 


4 1-2 -3 
2 1 1 -4 
6 0 9 9 


أى مايل فى (3) 8 ؟ 


١ 0 
: ب١‎ 0 ع(‎ 
0 6 


- اعيبر تج ج 7:84 هو التحويل الحطى فى حمرين ” . أى مما يل فى (7) 188 ؟ 


3 0 0 
8- 0 4- 
200 (#) م (+) | 
0 1 0 
ه - اعتيبر وطح وم : 2 هوالتحويل المطى المعرف بواسطة (*)م * > ((*)م)7 . أى مايل 
فى (62)2ا ؟ 
)م (ب) 0 (ج)»+ا 


يضف 


1 - اعتبر وض ج وس :"7 هو التحويل الحطى فى "مرين ه . أى مايل فى 8035 ؟ 
ا (ب) +1 (ج) 2*-3 
٠+‏ - اعتير ”1 أى فضاء خطى واعتير أن اج 2:8 معرف بواسطة 39 -(2)9 . 
(أ) ماهى نواة2 ؟ 
(ب) ماهو مدى 7 ؟ 
لم - أوجد الرتبة والصفرية التحويل الخطى فى مرين ١‏ . 
- أوجد الرتبة و الصغرية للتحويل اللعلى فى تمرين ٠‏ . 
٠‏ - اعتبر 77 فضاء خطيا ذو بعد # . أو جد الرتبة والصفرية للتحويل اللطى /[ + ل[ : '7 المعرف بواسطة 
(!)ء- ه17 (ب) 7-0 (ج)<«ة- م1 
أأا- اعتير الأساس[ و8 ]سدق الفضاء 283 حيث (2,3 ,1) > ١,‏ ,(3 ,5 ,2) 2 و9 ,(10 ,0 ,1) د وو 
أوجد صيغة التحويل المعلى 2ه ج 23 : 7 الذى يحقق » (1,0) -(7070 ء (1,0) ع (ن؟) '3 
و (0,1) ح (و2)9 . احسب (2)1,1,1 . 
٠‏ - أوجد التحويل الخطى وض جوم : 3 اللى يحقق ,ند + 1 > (701 ,2بد .3 ل (ر)7 ,3 - 2 ل 4 ع ()1 
احسب (32 + 702-26 . 
٠‏ - فى كل جزء استخدم المعلومات المعطاة لإيحاد صفرية "2 . 
(أ) 87ج كيم :7 ورتبته 3 . 
(ب) ومرحيص : 7 ورتبته 1 . 
(ج) مدى 23ح 27:86 هو 2835 . 
(د) ج80 ج وولة : "لأورتشه 3 . 
١4‏ - اعتبر 4 مصفوفة 726 محيث يكون النظام 4-0 له فقط الحل الثافه . واعتير 27 <26 : '2 
ضربا فى 4 . أوجد رتبة وصفرية "2 . 
١٠‏ - اعتبر 4 مصفوفة من النوع 7 6< 5 ورتيها 4 . 
(أ) ماهو بعد فضاء الحل للنظام 0 ح عدم ؟ 
(ب) هل النظام 8 ح عدم متوافق لمميع المتجهات ط من 5ه ؟ اشرح . 
فى الدارين 1 - ١9‏ اعتير "2 ضربا فى المصفوفة المعطاة . أوجد : 
(أ) أساس لمدى "2 ١.‏ (ب) أساس لنواأة 2  .‏ (ج) رتبة وصفرية '2 . 


2 0 -1 1-1 3 
4 0 -2( ه-‎ ١ال‎ 5 6 4-١ 
0 0 0 7 4 2 


لياق 


ع 


2 5 1 4 1 0 1 2 3 
4- م 517 للع ا 200 0 57 
8 1 5 4 2 
٠‏ - اعتير ”جه 23 : “73 تحويلا خطيا من 23 إلى أى فضاء خطى . أثبت أن نواة 2 هى إما مستقيم مار 
بنقطة الأصل » أو مستوى مار بنقطة الأصل » أو نقطة الأصل فقط » أو 83 بأكله . 
م - اعتبر #3 ج 72 : 7 تحويلا خطيا من أى قضاء خطى إلى 23 . أثبت أن مدى 7 هو إما مستقيم 
مار بنقطة الأصل » أو مستوى مار بنقطة الأصل أو نقطة الأصل » فقط أو 23 بأكله . 


1 3 4 
3 +7 
-2 2 60 


(1) أثبت أن نواة '3 هى خط مستقيم مار بنقطة الأصل وأو جد المعادلات البار امثرية له . 
(ب) أثبت أن مدى 7 هو مستوى مار بنقطة الأصل وأو جد معادلة له . 

مم - أثبت : إذا كان [ي9,. .. ,و ,49 أساسا للفضاء ا وكانت ,«2 ي 8 6 ... 2« 
متجهات ى 77 ء ليست بالضرورة مختلفة » فيوجد تحويل خطى /17[ + 7:7 حيث يكون 
2 700 و8 > (70 ,زر د زر 

: أثبت نظرية الأبعاد فى الحالتين‎ - ٠+ 
. 0ع (2) »ها) سنك‎ )( 
. (ب) مع ((2) ععع) مطل‎ 

ه؟ - اعتير ”اج 2[ : 7 مؤثرا خطيا على فضاء خطى 7 ذى بعد منهى . أثبت أن 37ح (12) 2 
إذاونقط إذا كان (0) > (3) م1 . 

- ( للقراء الذين درسوا حساب التفاضل والتكامل ) . اعتبر يم ج و8 : 2 هو التحويل بالتفاضل 
"م ع (م)2 . صفاثئواة 82 . 

- ( للقراء الذين درسوا حساب التفاضل والتكامل ) اعتبر رح يل : فى هو التحويل بالتكامل 

+4 مام !] د رول 2 . صطانواة 3 , 


ااه اعتبر 23 > 283 :2 ضر با 5 


ه ‏ * مصفوفات التحويلات الخطية 


سنبين فى هذا القمم أن أى تحويل خطى على فضاء خطى ذى بعد مشّبى بمكن أن ينظر إليه كتحويل 
مصفوفات . وسيمكدنا ما نفعله هنا من الاستفادة معلومائنا عن تحويلات المصفوفات لدراسة 
تحويلات خطية أخرى أعم . 


خرف 


ستئبت أولا أن كل تحويلخطى من ”2 إلى ”هو تحويل مصفوفات وبدقة أكثر ستثبت أنه إذا كان 
"رج ”2 : 2 أى تحويل خطى فيمكننا إيجاد مصفوفة 4 من النوع # كا #بمحيث تكون 2 ضرباق 
4. لإثبات هذا » اعتير 

كن 
هو الأساس المعتاد للفضاء 67 » واعتبر 4 هى المصفوفة من النوع 2« 6 2 الى لها 
(يع1 ر(وع) 7 رلرع)1 

كتجهات أعمدة ( سنفتر ض فى هذا القسم أن جميع المتجهات قد عبر عنها على صورة مصفوفات ) فثلا 
إذا كان 2ه ج 2م :7 معطى بو اسطة 


ليع 1 لم1 
و بصورة أعم » إذا كان 


رك 2012 الك 
4 2ه 1 
".|2 تها)2 ...26 أد نيعم ان 
أ ث2 لك 
فإن 
م4 055 42 41 
42 43 ات 
5.6 2 22 4د م 
كك ذا 4 لك 
1 1 1 
لي©) 1 60 (ي©»)7 16 


سنثبت أن التحويل المطى © < ”27 : "37 هو ضرب فى 4. الإثبات هذا لاحظ أولا أن 
١‏ 3 


7 
تكذ ع ادس اكد ين اذكه 3 4 


7 اع 


5 


لذا من كون 7 خطيا 


057 (يع) ل + 0١‏ + (يع)1 يح + (106 ,م - (108 
ومن الناحية الأخرى 
كداك اي لعن نااك ين اتناك س6 "*'* #42 )رك 
للذك د 21 3 ك4 | د |2 ]ممه 2 4210 | د يرم 
0 + 0 ع 00 5 ة ا 1م 
41 412 611 
م62 5000 ع + 021 36 
ارك 55 4 
)5.8( زعا لىع + +٠٠0‏ (ية) 1 رع + (رع)7 رد ع 


مقارنة (5.7) » (5.8) تعطى أن كال - (2)8 . أى أن 7 هو ضرب ىق 4 . 


سنشير إلى المصفوفة 4 فى (5.6) بالمصفوفة المعتادة للتحويل 37 . 


: )١6( مثال‎ 


أوجد المصفوفة المعتادة للتحويل #84 ج 3ه : 7 المعرف بواسطة 


وعد + رع 


اك 8 / 
5 75 
0 1 1 
0 0 1- 0 1 
'|- ||| -همم إن ]|5 -ه»هة إواء 
م لا 0 5 1 


باستخدام (ر»)7 » (ي»)2 » (و7)6 كتجهات أعمدة » نحسل على 
012 1 
1-10 
1 0 0 
م0 0 1[ 


ب 
053 


الجل : 


حتت 
| 


كاختيار » لاحظ أن 


وهو ما يتفق مع الصيغة المعطاة التحويل *3 . 


: )١( مثال‎ 


اعتبر #2 جح 82 : 1 هو التحويل اللطى الذى يرسم كل متجه إلى صورته الماثلة بالنسبة إلى محوريز 
( شكل ه - ه) . أوجد المصفوفة اللمعتادة التحويل 2 . 


ل 


باستخدام (,7)6 » (ره) "7 كتجهات أعمدة نحصل عل المصفوفة المعتادة 


الى 


وكاشتبار ٠‏ أعثير 


هو أى متجه فى 82 ء فيكون 


انال 6]-» 


وإذن ><ا4ل هو أصورة *« المائلة بالنسبة إلى محور ل 


يكن 


ستثبت بعد ذلك أنه إذا كان /1ع 71# أى فضاءين خطيين هما بعدان منهيان ( ليس بالضرورة"هر ”27/) 
فبقليل من الفطنة .مكن النظر إلى أى تحويل خعلى/38<--1 : 2على أنه تحويل مصفوفات . الفكرة الأساسية 
هى اختيار أساسين للفضاءين 7[ ء 7ق ثم التعامل مع مصفوفات الإحداثيات بالنسية إلى هذين الأساسين بدلا 
من المتجهات نفسها . وبتحديد أكثر ء افرض أن 7 من بعد م وأن 1# من بعد 2م . إذا اخر نا الأساسين 
8 ء '8 للفضاءين /[اء 8970 على الثر تيب فتكون مصفوفة الأحداثيات و[ا] لأى متجه <ا من ”7 متجها 
فى ”8 و مصفوفة الأحداثيات 'ع[()1] ستكون متجها ما فى ”8 . لذا فى عملية رمم << إلى (<)2 فإن 
التحويل المطى 3 « ينشى" » راسما من ”8 إلى "7 بارسال ور[ت] إلى '“[(760] . يمكن إثبات أن 
هذا الراسم المنشأ يكون دائما تحويلا خطيا وعليه يمكن إنجازه 


1 > وسستمس ةمتت 2ه 


مباشر 
2( 12( 


و10 الى الصاسطاه لعن 


(شكل ه-56) 

باستخدام المصفوفة المعتادة 4 لهذا التحويل » أى أن 
)59 و[ 7)0] د ملء]ل 

إذا استطعنا بطريقة ما إبحاد المصفوفة 4 فيمكن » كا هو مبين فى شكل ه سد 5 . حساب (*70 فى 
ثلاث خطوات بالعملية الثالية غير المباشرة : ْ 

)١(‏ احسب مصفوفة الأحداثيات و[:] 

(؟) اضرب و[] من اليسار فى 4 لممصول على ور[(<)2] 

(؟) كون (20)5 من مصفوفة أحدائياته 'ه[(<)7] 

يوجد سببان أساسيان لأهمية هذه العملية غير المباشرة . أولا فهى "مدنا بطريقة ذات كفاءة لإجراء 
التحويلات الحطية على الحاسبات العددية . والسبب الثانى نظرى ولكن له نتائج تطبيقية هامة . تعتمد 
المصفوفة 4 على الأساسين 8 » “8 . عادة أن الشخص يحب أن يختار 8 » “8 ليجعل حساب مصفوفات 
الأحداثيات سبلا قدر الإمكان . مثلا بالإإكثار من العناصر الصفرية . عند مام هذا بالطريقة الصحيحة 
فيمكن المصفوفة 4 أن تقدم معلومات هامة عن التحويل الملى وسنتابع هذه الفكرة فى أقسام آنية , 

نعود الآن إلى مسألة إبحاد مصفوفة 4, تحقق (5.9). افرضى أن 7 فضاء من بعد 7 وله الأساس 
زيرها ...رجلا رونا] ع هر ٠‏ وأن ”1# قضاء من يعد 6ج وله الأساس الي ,0 ,72 9ت “8 
نبحث عن مصفوفة من النوع # 6< 70 

مدة# *'* 412 إرك 


للك آذ اث الكنف 
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بحيث تتحقق (5.9) الميع المتجهات ا من '7. وبصفة خاصة عندما يكون + هو متجه أساس إن 


فار يد 
(5.10) اديه 7] > وزيسالقم 
ولكن 1 
0 
0 - وزرس] 
0 
لمذا 1 
011 0 م61 “6 4120 112ك 
0 - |01 ا 2 3 0 - وزساك 
ل السه ٠١‏ سه سه 
: 0 
وإذذ (5.10) تحم أن 411 
5 0 
والرس)] د | 


هل 
أى أن العمود الأول من 4 هو مصفوفة الأحداثيات للمتجه (يه)7 بالنسبة إلى الأساس“8 . بالمثل إذا 
اعتبر نا وها - كا فى (5.9) نحصل على 
و[ليس) 7 ] ع وزيه ]كل 


ولكن 
0 
1 
0 - وزيس] 
0 
لمذا 
0 
2412 1 لى ية على الك 
2 روه 1 0 
01 - 0 2 0 61 > وزيه]4 


وإذد 
2412 


بو[ليس1] د |02 
9 
أى أن العمود الثانى من 4 هو مصفوفة الأحداثيات للمتجه (دق)7 بالنسبة إلى الأساس 8 . بالاستمرار 
على هذا المنوال سنجد أن العسود ثر من 4 هو مصفوفة الأحداثيات للمتجه (ره)2 بالنسبة إلى “8 . 
المصفوفة الوحيدة 4 الى حصلة' علها هذه الطريقة تسمى بمصفوفة 7 بالنسبة إلى الأساسين 8 ء '8 . 
شكليا _مكننا أن نرمز ذه المصفوفة بواسملة 
مصفوفة '3 
| «[لسات] ٠٠٠١١‏ مللدها5] | و[زره)7]] - بالنسبة إلى الأساسين - 4 
28 
شال )0١(‏ : 
اعتير وم ح ,2 : '7 هو التحويل الخطى المعرف بواسطة 
(«ام»« - (0)م)1 
أو جد مصفوفة *3 بالنسبة إلى الإساسين 
[ؤلا روا رين) ع '8 ل4ظضهة (إيقاريس) - م 
37ح ونا اع ون ,1 ع إن رباع ين ,1 ع رس 
الحل : من صيغة 7 نحصل عل 
> > (1)) - (7)1 ح س1 
2 > («)) - )7 > (يه)1 
بالنظر بمكانا تحديد مصفوفات إحداثيات (,ها)7 » (02ه)2 بالنسبة إلى “8 . وهما 


0 0 
0 > بو[(يه)] 0 - و[لره)ة] 
1 0 
إذا مصفوفة 7 بالنسبة إل 8ء '8ه 
0 0 
0 ا 5 [«انيس1] ا «[لساق]] م 
1 0 


مشال (؟50) : 
اعتير وص حارم :2 ء 8هاء “8ه كافى مثال )١١(‏ واعتبر أن 
+2 - ] ح يو 


استخدم المصفوفة الحصلنا عليها فى مثال (1؟) لحساب (7)36 بالطريقة غير المباشرة فى شكل م -؟ . 


32326 


الحل : بالنظر فإن مصفوفة الأحداثيات للمتجه << بالنسبة إلى 8 هى 


!]| -متم 


١ 5١] | 1‏ ضام ملسم 


وإذن 


ومنها 
(22 - نمل + (0)1 د وم - ؤسا + بن0 ع .11 
7 سدع 
وللتأكد لاحظ أن المساب المباشر للمتجه (216 هو 
2 سج د 2 2-1 7 100 
وهو ما يتفق مع النتيجة الى حصلنا عليها بالطريقة غير المباشرة . 


مشال (58) : 
إذا كان "هرج 2 : "7 تحويلا خطياً و كان 8ر "8 هما الأساسان المعتادان للفضائين 22# , 27# بابر تيب 
فإن مصفوفة '7 بالنسبة إلى 8 » “8 هى بالضبط المصفوفة المعتادة التحويل '7 ٠‏ الى نوقشكق بداية هذا القسم . 
( نارك التحقق من هذا كتمرين) . 

فى الحالة الخاصة عندما /78ا ( لهذا يكون لاج : 7 مؤثرا خطياً ) فن الممعتاد أن نأخذ “8 عه 
عند تكوين مصفوفة المؤثر ”3 . وتسمى المصفوفة النائجة ممصفوفة '7 بالنسبة إلى الأساس 2 . 
مشال (04 : 


إذا كان (ين ,... رده ررس) ح 8 هو أى أساس لفضاء خطى 37 منهى البعد و كان لا ج/ : / هو 


المؤثر امحايد على ”3 فإِن بين > (رن)1 عساولا كت (ون)ل .رد ح (رن)/ 
لمذا 
0 0 1 
١ 0‏ 0 
60ح واليت)؛] |20 بإليسا0|.]1]- مزارس1] 
1 0 0 


5111 


وإذنت 


هه 


00 
0م 
0-00 


امم 


1 
0 
0 > و[:] 
01 06 
ومن ثم فإن مصفوفة المؤثر المحايد بالنسبة إلى أى أساس هى مصفوفة الوحدة من النوح 8 6< 8 . 
مشال (6؟) : 
اعتير #2 ج 22 :7 هو المؤثر الفطى المعرف بواسطة 
يي + إل« ا 
ا انان 


أوجد المضفوفة 2 بالنسبة إلى الأساس م 0 ح- 8 أحيث 
م 
الحل : من تعريف '37 ش 
و3 ع 0 ح (ين)1 و رل2 2< 0 ع س1 


ل < ادكه 


ومن ثم فإن مصفوفة 73 بالنسبة إلى 8 هى 


تمارين 2 ؟ 


: -أوجد المصفوفة المعتادة لكل من المؤثرات اللطية التالية‎ ٠ 
ار جا لاخ‎ 


ود + و2 + وا 1« »4 
و ولاك + ركد 1 3" 38 ا | 
23 33 و8 - 


ينا 


؟ -أوجد المصفوفة المعتادة لكل من التحويلات الحطية التالية : 


3 و ل وا ل و2 ع كد 2 
)غ0 يه ]| || * )م ب و« + يد |2 1 
وعاة + ريد # إن 
37 
ري« - إلا 34 


رج 


3 
ا ما ا 
ل 
١‏ 
عا مآ ا 
2 اث 
ره 
3 
- 
ٍِ 
لمم 
0 
مه نمه لما 
لانم اش 
مسد حصي 
1 
5 5 5 5 


0 ود او 


م -أوجد المصفوفة الممتادة للمؤثر الخطى 22 ح 82 : 3 و الذى ير سم أى متجه(يز ,+) - و إلى : 


(1) انمكاس بواسطة محور © لم 
ا 


(ب) انمكاسه بواسطة المنتقيم +د ب بر 0 


( ج) انعكاسه بواسطة نقطة الآصل * 


2 


( د ) مسقطة العمودى على مخور + 2 
700 


4 -فى كل جزء من تمرين () استخدم المصفوفة الى حصلت عليها لحساب (73)2,1 . تأكد من 
حلولك هندسياً بتخطيط المتجهين (2,1) » (20)2,1 . 
3 - أوجد المصفوفة المعتادة للمؤثر الخطى 23 ح 23 : 3 الذى ير مم المتجه (2 ,لز ,6) ت و إلى : 
(1) انعكاسه بواسطة مستوى «ند . 
(ب) العكاسه بواسطة مستوى 2 . 
( ج) انمكاسه بواسطة مستوى 32 . 
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+ ى كل جزء من كمرين ( ه) ء استخدم المصفوفة الى حصلت عليها الحساب (7)1,1,1 . 
تأكد من حلولك هندسياً بتخطيط المتجهين (1 ,1 ,1) » (2)1,1,1 . 
٠‏ -أوجد المصفوفة المعتادة للمؤثر اللعلى 3ه جه 23ز : 7 الذى : 
(أ) يدور كل متجه "90 عكس أنجاه عقارب الساعة حول محور 2 
( بالنظر إلى أسفل محور 2 الموجب ف انجاه نقطة الأصل ) , 
(ب) يدور كل متجه "90 عكس اتجاه عقارب الساعة حول محور * 
( بالنظر من على محور #د الموجب فى اتجاه نقطة الأصل ) . 
( ج) يدور كل متجه "90 عكس انجاه عقارب الساعة حول محخور ر 
( بالنظر من على محور (ز الموجب فى اتجاه نقملة الأصل ) . 
30 أعثير برج رص : 1 هو التحويل الحطى المعرف بواسطة 
ع«(يهة + ,24) - (ره + موه) ح (2ياره + ره + 1040 


أو جد مصفوفة 7 بالنسبة إلى الأساسين المعتادين للفضاءين ور » يط . 


ى -اعتير #3 جب 72:22 معرفاً بواسطة 
2 ل ريد 
ا 
0-5" 
(أ) أوجد مصفوفة '2 بالنسبة إلى الأساسين[ يه ريست 8ه ء (وو ,و9 ,9ت “8 حيث 


أ ل ا ا 


(ب) استخدم المصفوفة الى حصلت عليها فى () لساب 


ا" 


٠‏ اعيبر 23 حج 283 :7 مؤثراً معرفاً بواسطة 


ا 


(أ) أوجد مصفوفة '7 بالنسبة إلى الأساس [و9 ,91 ,49 ح 8 اع حيث 


1 


(ب) استخدم المصفوفة التى حصلت علها فى ( أ) لحساب 


0 


"15 


و اعتير يظرح وس :3 هو التحويل المعلى الممرف بواسطة (0)م*» - (00م)1 
(1) أوجد مصفوفة 7 بالنسبة إلى الأساسين وص روط رو« ع 8 ء “8 2 حيث 
تعر برك + سوم ,2ر3 م2 -! 1 سوم ,2+ 1ح رم و حيث “8 هو الأساس المعتاد للفضاءي 22/. 
(ب) استخدم المصفوفة التى حصلت عليها فى (1) لحساب (22 - هر5 + 3-) '3 . 


د اعتبر [ ١-4‏ 0 ]-» واعتير أن 
1 8 
5 ]8 


هى مصفوفة المؤثر 82 ج82 : 3 بالنسبة إلى الأساس (ن؟ نن0) - 8 . 
)1غ أوجد عآ()2] 6 420 '7] . 
(ب) أوجد 2,00 » (2300 . 


6ن ([)» 


0 1 3-2 
ملب اعتير 1 8 1-5 |-» هى مصفوفة التحويل 23 <.*2ه : 7 بالنسبة إل 
7 


1 0 3- 5 
الأساسين 07 ولا و7 برا ع 8 زو" ولارن» ) ع “8 2 حيث 
6 1 2 0 
9 داكا 4 د الحا ١‏ شا : الح 
4 4 آات_ 3 أت 2 1 1 
2 2 1- ِ! 


11-1 


7 7 7ل 7 001 
(ب) أوجد ‏ (100 ,760 ,ج706 و (,70 
4 


2 
(ج) أوجد |7101 
0 


1 12203 
+1 - اعتبر 1 0 2 هى مصفوفة الموثر رطرح ور :"3 بالنسبة إلى الأساس 
4 0-2 م 


711 ,”و ع 8 حيث 2 + ع7 + 3 ح وو,282 + برق + 1س د رو9,ة«3 +32 د رو 


36 


(أ) أفجد مزل76] , -[7] ف 2([6] , 
2 نان : كنسة 
(ج) أوجد م + 70 . 
٠‏ أثبت أنه إذا كان 5977 جه 7 :7 هو التحويل الصفرى ( مثال “ ) فإن مصفوفة "3 بالنسبة 
إلى أي أساسين للفضاءين /[ » 8[ هى مصفوفة صفرية . 
- أثبت أنه إذا كان التحويل “اج : 7 تقليصاً أو تمديداً الفضاء 7 (مثال ه ) فإن مصفوفة '37 
بالنسبة إلى أى أساس للفضاء ا هى مصفوفة قطرية . 
- اعتبر [»7 ,73 ,72 ,9) ح 8 أساساً لفضاء خطى 7 . أوجد المصفوفة بالنسبة إلى 8 للمؤثر 
المعلى 77ح 7:77 المعرف بواسطة 91 > 7000 ,روات ()7 ,وف كت (ي70 ,و3 ع (و10, 
8 - ( للقراء الذيندر سواحساب التفاضل والتكامل ) اعتير وط جرم : 2 هومؤثر التفاضل '«-(«)2 
فى الجزأين (1) » (ب) أوجد مصفوفة 2 بالنسبة إلى الأساس وم روط ررم) - 8 . 
(أ) © > يمه د وميا - رم 
(ب) تبرق + ع3 -2 > وم«3 -2 - يم,2 - رم 
( ج) استخدم مصفوفة الجزء ([) لحساب 2422 + «6 - 2)6 
( د) كرر المطلوب فى الجزء ( ج) باستخدام مصفوفة الجزء (ب) . 
- ( للقراء الذين درسوا حساب التفاضل والتكامل ) . فى كل جزءء ( 5ك ,وك ,5 ) - 8 هو 
أساس فضاء جزئى 77 من الفضاء المطى للدوال ذات القيم الحقيقية المعرفة على المستقيم الحقيق . 
أوجد المصفوفة بالنسبة إلى 8 لمؤثر التفاضل 7[ جه ”7 : 2 . 
)غ0 *ؤمه > وآ ند هلو > ,1,1 > ,1 
١ب(‏ تماد رركم حر 1 2 ,1 


ل ب ا ني 22 


م6 4 الاتفاق 

تعتمد مصفوفة المؤثر الحطى 37 حلا : '7 على الأساس المختار للفضاء 7 . و واحدة من المسائل الأساسية 
فى الجبر المطى هىاشتيار أساساً للفضاء 1 حيث يجعل مصفوفة '7 بسيطة قدر الإمكان . غالبا نبدأ فى حل 
هذه المسألة أو لا بإحماد مصغوفة '7 بالنسبة إلى أساس « بسيط » مثل الأساس المعتاد . وعادة فإن هذا الاختيار 
لايعطى أبسط مصفوفة للمؤثر '3 وهذا فإننا بعد ذلك نبحث عن طريقة لتغيير الأساس لكى نبسط المصفوفة . 
ولكى نحل مثل هذه المسألة يحب أن تعرف كيف يؤر تغيير الأساس على مصفوفة الموثر المطى » سندرس 
هذه المسألة فى هذا القسم . 

و النظرية التالية هى مفتاح النتائج فى هذا القسم . 


أ" 


نظرية 6 : اعتبر /18<17 : 73 مؤثراً خطياً فى فضاء خطى 7 منتهى البعد . إذا كانث 4 هى مصفوفة "3 
بالنسبة إلى الأساس 8 و “4 هى مصفوفة 3 بالنسبة إلى الأساس “8 » فإن 
(5.11) موراعم د نم 
حيث رز هى مصفوفة الانتقال من '8 إلى 8 . 


لإثبات هذه النظرية سيكون من المناسب أن نصف العلاقة 


حيث أن 4, هى مصفوفة 3 بالنسبة إلى 8 و “4 هى مصفوفة 7 بالنسبة إلى “8 فإن العلاقتين التاليتين 
تتحقتان مجميع *« من 37 . 
و[0)؟] د وزء[4م 


وأيضاً 
و[ن7] نولم 
ورمكن كتابتهما هكذا 
4 
0 
ةا و[ 7] مكب ولء.] 


1] مكب ىزو 


لمعرفة كيف ثر تبط المصفوفتان 4 .“4 . اعتير ‏ هى مصفوفة التحويل من الأساس “8 إلى الأساس 8 
فتكون 1-م هى مصفوفة الانتقال من 8 إلى "8 . وإذن 


ولء] - ولعجام 
وأيضاً ٠‏ 
70 > وز ]ا م 
وبمكن كتابتهما هكذا 
3 .5 وسام”كل واءا 
وأيضا 


وز ملب رانه)2! 


ويمكن لضغط الحجم أن نربط العلاقتين (5.12) » (5.13) معا فى شكل واحد كما يل : 


و)1] جنشت ود 


ا 


)7 مشهت رواء] 


كن 


يوضح هذا الشكل أنه توجد طريقتان لحصول عل المصفوفة' سو[()1] من المصفوفة ‏ “ول*] . 
يمكننا أن تأخذ المسار الأسفل عبر الشكل » و هذا يعى 


(5.14) و[70] > ملحاة 
أو يمكن أن نذهب إلى أعلى من الطرف الأيسر ثم عبر القمة ثم أسفل الطرف الأيمن ء وهذا يعى 
(5.15) [7] د ولع] مما م 
ينتج من (5.14) » (5.15) أن 
(5.16) ]م د ]مادم 
لجميع قيم >< ءن 37 . ينتج من (5.16) والجزء (6) من آمرين )1١1(‏ أن 
'م د صورادم 


وهذا يثبت نظرية ( 8 ٠)‏ 
تذير : عند تطبيق نظرية (0) من السهل نسيان ما إذا كانت ط هى مصفوفة الانتقال من 8 إلى '8 
( خطأ) أو من “8ه إلى 8 ( صواب) . وقد يساعدنا أن نسمى 8 الأساس القديم » “8 الأساس الجديد ع 
4 المصفوفة القديمة» “ك الحصفوفة الجديدة . حيث أن م هىمصفوفة الانتقال من “8 إلى 8 6 4م 
هى مصفوفة الانتقال من 8 إلى “8 فإن (5.11) يمكن التعبير عنها هكذا : 
المصفوفة الجديدة - م ( المصفوفة القدمة ) 3-م 
حيث 2 هى مصفوفة الانتقال من الأساس الجديد إلى الأساس القددم . 
مقسال (05) : 
اعتير #2 < 22 : 73 معرفاً بواسطة 
و + ولد 0 1و« 
2 + 0 - 0 
أو جد المصفوفة المعتادة للمؤثر '7 » أى مصفوفة 7 بالنسبة إلى الأساس [2© ,.©») - 8 حيث 


--1[ 


وبعد ذلك استخدم نظرية ( ه ) لتحويل هذه المصفوفة إلى مصفوفة 7 بالنسبة إلى الأساس يه ررس ح “8 


ا 


الحل : من صيغة "42 


6 


وأيضاً 
و عليه فصفوفة ”7 المعتادة هى 


نحتاج بعد ذلك إلى مصفوفة الانتقال من “8 إلى 8 . ولمصفوفة الانتقال هذه يحب أن نجد مصفوفى 
الأحداثيات لمتجهى الأساس “8 بالنسبة إلى الأساس 8 . بالنظر نجد 
رع ل رع ح رلا 
»2 + رع 2 ولا 


0 > ولس 0 8 > وزيس] 


لذا فإن مصفوفة الانتقال من '8 إلى 8 هى 


وإذن 


ويمكن للقارىء أن يتأكد من أن 


أده 
0 
]2 


إذا من نظرية ( ه) تكون مصفوفة 7 بالنسبة إلى الأساس “8 هى 


0 


يوضح هذا المثال أن الأساس المعتاد الفضاء الحطى لاينتج بالضرورة أبسط مصفوفة المؤثر الخطى . فى هذا 
المغال لم تكن المصفوفة المعتادة 
0 
له 4]- 


2 0 

0 
بالنسبة إلى الأساس “8 . المصفوفة (5.17) هىمثال للمصفوفة القطرية » أى أنها مصغوفة مربعة كلمكوناتها 
غير القطرية هى الصفر . للمصفوفات القطرية الكثير من المواص المرغوب فيها . فثلا القوة / لمصفوفة قطرية 


سبلة التركيب مثل المصفوفة 
5.17( 


0 0 يك 
ميق 
يك 20 0 060 


“م 0 0 0 
فلرفع مصفوفة قطرية إلى القوة 4 نحتاج فقط.لرفع كل عنصر قطرى إلى القوة ع6 . أما بالنسبة إلى المصفوفة 
غير القطرية فإننا نحتاج إلى حسابات أكثر كثير ا لممصول على القوة / للمصفوفة .. والمصفوفات القطرية 
أيضاً خواص مفيدة أخرى , 
سنناقش فى الباب القادم مسألة إيحاد الأساسات الى تنتج مصفوفات قطرية للمؤثرات الفطية . 
وتتبر نظرية ( ه ) دافعاً للتعريف التالى ٠‏ 
تعريف : إذا كانت 4 » 8 مصفوفتين مربعتين فنقول أن 8 متفقة مع 4 إذا و جدت مصفوفة قابلة 
للانمكاس ط ععحيث تكون «رم4م لم - 8 . 
لاحظ أن المعادلة مر4م1-م س 8 مكن إعادة كتابتها على الصورة 
المررم صم أر ابص هر الراخص) ح 4 
بوضم 21م ح 0 يملى 
0-180 دل 
وهىتخبرنا بآن 4 متفقة مع 8 . لهذا فإن 8 تكون متفقة مع 4 إذا وفقط إذا كانت 4 متفقة مع 8 . ومن 
ثم سنقول عادة ببساطة أن 4 . 8 متفقتان . 
وبهذا الاصطلاح تنص نظرية ( ه ) أن أى مصفوفتين تمثلان نفس المؤثر الخطى اح 37 :7 بالنسبة 
إلى أساسين مختلفين تكو نان متفقتين . 
تمارين © 4 
فى المّارين ( ١‏ - * ) أوجد مصفوفة '7 بالنسبة إلى 8 ء واستخدم نظرية ( ه ) لساب مصفوفة '7 
بالنسبة إلى '8 . 
5 ته +2 : 7 يعرف بواسطة 
اا اسان 
ا 32 


زو ررس) ع 8 اح لو ,رو ع “ا حيث 


لاض ]عع ف و اح 


انا 


؟ - #2 ج82 :27 يعرف بواسطة 
7 + ركد 1 
3 17 
0 39 0 لها 
(يسررس) ع 8 ء (وو رو ع '8 اء حيث 
1-]ر 1 4 2 2 
1ه وام ب_ أعيم وأحمه 
م 2ه ج 2ه : 2هو الدوران حول نقعلة الأصل بزاوية "45 و 8 » 8 الأساسان فى تمرين 0١(‏ . 
ع تهج 7:23 معرف بواسطة 


وءا - 22 + وكا 3*1 
- - [إي || 1 
و7 + وير و« 


8 هو الأساس العتاد للفضاء 25 » (و7 ,72 ن9) ح “8 اء حيث 


1 1 1 
10 0 |-. -. 
0 60 1 
و .3ه ح 3ه : 7 هو المسقط الممودى على مستوى تزد ء 8 و “8 هما كا فى تمرين ( 4 ) . 


2-5ه + 7:82 معرف بواسطة «5 ح (7)2 و 8 ء '8 » ما الأساسان فى أمرين ( ؟) . 


ب سرظطرج يم : 7 معرف بواسطة ‏ (1 + »)رم + مه - (دره + م 17)6‏ [(دمررم) - هء 
(دهو .و) ع “8 حيث 22 + 3 ع يو,2 - ,و 2 + 10 ع يرودة + 6 - رم 


م -أثبت أنه إذا كانت 4 » 8 مصفوفتين متفقتين فإن (8) امك ع (4) 461 . 

-أثبت أن المصفوفات المتفقة لا نفس الرئبة . 

٠‏ - أثبت أنه إذا كانت 4 » 8 مصفوفتين متفقتين فإن 42 826 أيضاً تكونان متفقتين . وبصورة أم 
أثبت أن “4 » “84 تكونان متفقتين » حيث 2/ أى عدد ميم موجب . 

(-اعتير © ٠‏ © مصفوفتين من النوع # كا و أثبت أن : 
() إذا كان :2 ع 66 لكل عا من 27 »2 فإن 8ح © , 


(ب) إذا كان ؤي؟ ,... ,و9 بن ) - 8 أساساً لفضاء خملى 7و كان ور[«]2 - و[ع] © 
لكل * من 77 » فإن 8 ك © , ْ 


لمن 


اله لقيم الذات نبة التجهات الذانية 
١ 1‏ القيم الذاتية والمتجهات الذاتبة 
فى كثير من المسائل فى العلوم والرياضيات يعطى مؤثر خطى “اج 7 : 37 ويكون من الاهرية تعيين 


تلك الأعداد القياسية ,3 حيث يكون للمعادلة عدر 326 حل غير صفرى . سنناقش هذه المسألة فى هذا القسم » 
وف أقسام تالية سنبحث بعض تطبيقاتها . 


تعريف : إذا كانت 4 مصفوفة من النوع #ا# » فلمتجه غير الصفرى 2« فى 27 يسمى متجهاً ذاتياً 
المصفوفة 4 إذا كانت 4 مضاعفاً قياسياً للمتجه »ا معنى أن 
عار ع عنام 
لعدد قياسى .3. العدد القياسى .3 يسمىمتجها ذاتياً للمصفوفة 4, ويقال أن متجه ذا مناظر العدد القيامى.2. 
القيم الذاتية لمصفوفة 4 تسمى أيضاً القيم الخاصة أو القيم المميزة أو الجذور الكامنة للمصفوفة 4 . 
مشمال ( :)١‏ 


1 
المتجه 8 - عا هو متجه ذاق للمصفوفة 


هوة ‏ 
0 3 
6]>ه 
يناظر القيمة الذائية 3 ح ,3 إذ أن 


3 0111 3 
0 

يوجد للقي الذاتية و المتجهات الذاتية تفسير هندسىمفيد فى 222ع23. إذا كانت ,3 قيمة ذاتية للمصفوفة 4 
مناظرة للمتجه عا » فإن .4*2 . و لذا فالضرب فى 4 مدد ا أو يقلص < أو يعكس اتجاه ع » وذلك 
يتوقف على قيمة .1 ( أنظر شكل )١-5‏ . 

لإيحاد القيم الذاتية لمصفوفة 4 من النوع # كا # نكتب 36 > 4 على الصورة 

آم ع عولم 
أو بالصورة المكافئة 


(6.1) 0 عم دن 


ا 


ولكى تكون .3 قيمة ذاتية » يحب أن يكون هذه المعادلة حل غير صفرى . مع ذلك » من نظرية )١8(‏ 
قسم ه - 5 سيكون للمعادلة حل غير صفرى إذا وفقط إذا كان 


تسمى هذه المعادلة بالمعادلة المميزة المصفوفة 4, » وتكون الأعداد القياسية المحققة هذه المعادلة هى القيم الذاتية 
المصفوفة 4 . 


)0 09 )0 
( شكل )١- ١‏ (أ)تمدد 1 <2. (ب) تقلص 1 > 2 > 2.0 (ج)عكس اتجام0 > 8 . 


مثال(؟١):‏ 
أوجد القيم الذائية المصفوفة 
2-6 
0 2-7 
الحل : حيث أن 
2 4-3 32 0 1 
له ]>[ تال وإفعمده 
وآن 


2 4-3 
2خ ار 1 ]عه - م - لقيمن 
فإن المعادلة المميزة تكون هى المعادلة 
0 -2 +12-324 
وحلول هذه المعادلة هى 1 ع 3 . 2 -.31 ؟؛4 وهاتان هما القيمتان الذائيتان المصفوفة 4 ٠.‏ 
مثال(*): 


عه القيم الذاتية المصفوفة 
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امحل : بالمفى على نسق مشال ( ؟ ) : 
1 2+2 
-_ عل ح (م - لل)اعل 

2+1 0 25 ) إن 
و لذلك فيجب على القيم الذاتية المصفوفة 4 أن تحقق معادلة الدرجة الثائية 0 2.24-1 حيث أن الحلول 
الوحيدة هذه المعادلة هى الأعداد التخيلية م ج-,ه . م -3 وحيث أننا نفترض أن كل أعدادنا 
القياسية أعداد حقيقية » فلا يكون المصفوفة 4 أى قي ذاتية(*) , 
مال (14): 

أوجد القيم الذاتية المصفوفة 


الحل : كاف الأمثلة السابقة 


171-4+ 812 - ثلم | 1-2220 3- أنهل - (لم - [ن)اءل 
4-م 0 0 
لذلك يحب عل القيم الذاتية المصفوفة 4 أن تحقق معادلة الدرجة الثالثة . 
)6.2( 0 -4-غ171 + 8/2 ثم 


لحل هذه المعادلة » سنبدأ بالبحث عن حلول من الأعداد الصحيحة . بمكن تبسيط هذه المهمة كثير ا باستغلال 
حقيقة أن كل الحلول التى هى أعداد صميحة ( إذا وجد أى منْها ) لمعادلة كثررة حدود معاملاتها أعداد صميحة 
وحن لجال تفن + كلم 
يحب أن تكون قواسملحد الثابت ير». لذلك فالحلول الوحيدة الممكنة من الأعداد الصحيسة للمعادلة (6.2) 
هى قواسم للعدد 4 ء أي1 بد » 2+ » 4 د . يبين التعويض المتتايع هذه القيم أن 34 حل من الأعداد 
الصحيحة . ونتيجة لذلك ء فإن 224 بحب أن تكون عاملا من عوامل الطرف الأيسر للمعادلة (6.2) 
بقسمة 4- 2 17 -+ 802 1,3 على 4 - /( نبين أن (6.2) ممكن كيابتها كالتالى 
1-0 + يه- لك -م) 
لذلك فالخلول الباقية للمعادلة (6.2) تحقق معادلة الدرجة الثانية 
0 -1+ نه - م 
(#) كبا أكدنا فى قسم 4 © »2 توجد بمش التطبيقات التى تتطلب أعدادا قياسية مركبة وفراغ 


اتجاهى مركب . فى هذه الحالات » يسمح للمصفوفات أن يكون لها قيم ذاتية مركبة . مع كلك © فى هذ! 
النص .سنآخذ فى الاعتبار فقط القيم الذاتية الحقيقية .. 
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وألى مكن حلها بالصيفة الثر بيعية . و تكون القيم الذاتية المصفوفة 4 هى 
4-4 قل +2-م و 3ل -2 دم 
ملحوظة : ف المسائل العملية » غالبا ماتكون المصفوفة 4 كبيرة لدرجة أن يكون من غير العمل تعيين 
المعادلة الميزة » لذلك تستخدم طرق تقريبية متعددة لإيحاد القيم الذائية . سنشر ح بعض هذه الطرق فى الباب 
الثامن . 
تلخص النظرية التالية نتائجنا الى ذكر ناها , ' 


نظرية ١‏ : إذا كانت 4 مصفوفة ما من النوع < كا # » فالتقارير الثالية تكون متكافثة . 
(2)1 قيمة ذائية المصفوفة 4 . 3 
(ب) يوجد لنظام المعادلات 0 > « (4 - 37) حلول غير ثافهة . 
( ج) يوجد متجه غير صفري ا فى 2 محيث تكون 36 ح :ل , 
( د) .2 حل حقيق للمعادلة المميزة 0 - (4 - 66)1ل 
الآن ونحن نعرف كيف نوجد القيم الذاتية فإننا نرجع إلى مسألة إيحاد المتجهات الذائية . المتجهات 
الذاتية للمصفوفة 4 المناظرة لقيمة ذاتية ,( هى المتجهات غير الصفرية الىتحقق كالح عذكم بطريقة مكافئة » 
المتجهات الذاتية المناظرة للقيمة .0 هى المتجهات غير الصفرية فى فراغ الخل المعادلة 0 > «(4 - 4 3) . 
يسمى فراغ الحل هذا بالفراغ الذاق المصفوفة 4, المناظر للقيمة الذاتية 3 . 
مشال (8): 
أوجد أساسات الفراغات الذائية المصفوفة 


0م 2- 3 
0 3 4-2 
5 0 0 


الحل : المعادلة المميزة المصفوفة 4 هى 0 > 5(2- .1()3- 3) ( حقق ذلك )ء وإذن القيم 
الذاتية المصفوفة 4 هى 1 ح ,غؤ » 5 ع- ,1 


بالتعريف » يكون 


أى المعادلة 


0 0-7 2 2 2-3 
٠‏ (6.3) 0 -]ي«|| 60 3-م 2 
60] لسازاك-ة هه 0 


5 


إذا كانت 5 - 3 فإن (6.3) تصبح 


حل هذا النظام يععلى ( حقق ذلك ) 


4خ و« وح بير و 3*1 


لذلك فإن المتجهاتالذائية للمصفوفة 4 المناظرة للقيمة 5 ح- .2 هىالمتجهات غير الصفرية الى على الصورة 
0 1- 0 8 و- 
0 + |1 5و -|0]|+|دى -<]|دى ع 
1 0 0 4 


غير مر تبعلين خطياً ٠‏ فإنهما يكونان أساساً للفراغ الذاق المناظر للقيمة 5 >8 . 


إذا كانت ا ح ره فإن (6.3) تصبح 


0 * |01 22 2- 
0 - إو<||0 2-2 
0 د«|له4ه- 60 0 
حل هذا النظام يععلى ( حقق ذلك ) 
0 > وير + > ولا + > ريد 


و إِذن المتجه 


أساس للقراغ الذاى المناظر للقيمة 2-1 


لفق 


5 الجبر الخطى 


مادة اختيارية : 

يمكن تعريف المتجهات الذاتية و القيم الذائية للمؤثرات المطية مثلما تم للمصفوفات . يسمى العدد القيامى.ة 
قيمة ذاتية للمؤثر اللطى *[ ج 7 :"73 إذا وجد متجه غير صفرى فى 7 بحيث أن 29-6 . ويسمى 
المتجه ع متجها ذاتياً للمؤثر 3 مناظراً القيمة ,3 . بطريقة مكافئة» المتجهات الذائية للمؤثر '3 المناظرة القيمة ,3 
هى المتجهات غير الصفرية فى نواة "2 - 98.7 ( أنظر مرين ١9‏ ) . تسمى هذه النواة بالفراغ الذاق 
للمؤثر 2 المناظر للقيمة 3 . 


يمكن إثبات أنه إذا كان 7 فراغ ذات بعد محدود وكانت 4 مصفوفة الموثر "3 بالنسبة إلى أى أساس 8 » 
فإن : 
١‏ - القيم الذاتية للمؤثر "3 هى القيم الذاتية للمصفوفة 4 . 
؟ - يكون المتجه ع متجهاً ذاتياً للمؤثر "7 مناظرا للقيمة .3 إذا وفقط إذا كانت مصفوفة إحدائياته و[*] 
متجها ذائياً المصفوفة 4 مناظرا للقيمة 3 . 


نترك البر اهين المارين . 


مثال(6١):‏ 
أو جد القيم الذاتية وأساسات الفراغات الذاتية للمؤثر المعلى روط ح يط : ”7 المعرف بالصيغة 
2يا5) + برز(ؤة + م2-) + (25 - م3) ع (تين + عام + 1064 
الحسل : مصفوفة الموثر 73 بالنسبة إلى الأساس المعقاد (2* ,د ,41 - 8 هى 


0 3-2 
1 3 | 
5 0 0 
اليم الذاتية المؤثر "3 هى القيم الذاتية للمصفوفة 4 أى أن 1-.3 5ح ( أنظرمثال (0) ) . ومن مثال (0) 


أيضاً الفراغ الذاق المصفوفة 4 المناظر للقيمة 5 ح ,3 له الأساس يها ,يقا) و الفراغ الذاق المناظر 
ألقيمة 1 > .3 له الأساس [و0) حيث 
8 
1 2 ونا 
0 


هذه المصفوفات هى: مصفوفات الأحداثيات بالنسبة إلى 8 المكون من 
»داج 1 ع وم 2 > وم د + 1س ح يرو 


عليه يكون [2: ,بد ل 1 - ) هو أساس للفراغ الذاق للمؤثر "2 المناظر ا ور د 4 
أساسا للفراغ الذاق المناظر للقيمة 1 >3 . 


ذف 


تمارين 1 لس 1١‏ 
١‏ - أو جد المعادلات المميزة المصفوفات التالية : 
] © | ؟] )| ؟ ا 
1 ]| 0[ م ل مأ 
؟ - أوجد القيم الذاتية للمصفوفات فى تمرين ( )١‏ . 
م« - أو جد أساسات للفر اغات الذاتية المصفوفات فى تمرين ( )١‏ . 


فى كل جزء من كمرين )١(‏ » افر ضأن 22 ج 282 : 7 هو الضرب ف المصفوفة المعطاة » صف 
وصفا إجالياً كل المطوط فى 42 الى ترعم إلى نفسها تحت الرامم 3 . 


ه - أوجد المعادلات المميزة المصفوفة العالية : 


401 5 
)0( 10 8 (ب) |0 
20 2- 


0 

1 

1 
1 10860- 501 2 50206 
18 3 8 )م 0 )و2 . اك 
اك 13 4- 710 2 60 1١‏ 


1 - أوجد القيم الذائية المصفوفات فى تمرين (8) . 


. )0( -أو جد أساسات للفراغات الذاتية المصفوفات فى أمرين‎ ٠+ 


م -أوجد المعادلات المميزة المصفوفات التالية : 
0م 2 0 0 م 0 هف 10 
م0 1 © (١‏ 4-2000 
00 2 1 0 © | جه م6 0 
1 0 0 0 2 1 0 0 


9 - أوجد القيم الذائية المصفوفات فى تمرين (8) . 
٠‏ - أوجد أساسات للفراغات الذاتية المصفوفات فى تمرين (8) . 
١١‏ - ( لقراء المادة الاختيارية ) ليكن رظر ح و : 3 معرفاً بالصيفة 
.*«اري»ة - وه) + ع«ريمة + رمه) - (يه2 + ,64 + وه5) > (2يديه + عدره + وه10 
(1) أوجد القيم الذاتية للمؤثر "3 . 
(ب) أوجد أساسات للفراغات الذاتية المؤثر "2 . 


رذف 


١+‏ -ليكن وروكة ح ورك : 7 معرفاً بالصيغة 


ع + عه 226 4 0 
1 4 مد دا - (زه م" 
() أوجد القيم الذاتية المؤثر 3 . 
(ب) أو جد أساسات للفراغات الذاتية المؤثر "2 . 
م -١‏ أثبت أن 0 - 2 تكون قيمة ذاتية المصفوفة 4 إذا وفقط إذا كانت 4 غير قابلة للانمكاس , 
+ إذا كانت 4 مصفوفة. مربعة » فإن (4:- 37) 066 > (0)م تسمى كثيرة الحدود المميزة 
المصفوفة 4, . أثبت أن الحد الثابت فى كثيرة الحدود المميزة لمصغوفة 4, من الفراغ # ا : هو 
(ه) مك "(1-) . 
إرشاد : الحد الثابت هو قيمة كثيرة الحدود المميزة عندما 0 > .3) . 
ه٠١‏ -أثر مصفوفة مربعة 4 هو مجموع العناصر فى القطر الرئيسى . أثبت أن المعادلة المميزة لمصفوفة 4 
من النوع 2 6 2 هى 0 ح- (4) 066 .3 (4) عا - 3.2 حيث (4) 87 هو أثر 4 . 
- برهن أن القيم الذاتية لمصفوفة مثلثية هى عناصر القطر الرئيسى 
١‏ - أثبث أنه إذا كانت .3 قيمة ذاتية المصفوفة 4 فإن 22 قيمة ذاتية المصفوفة 4*2 » بشكل أعم » 
ثبت أن "0 قيمة ذاتية المصفوفة ”4 حيث # عدد صميح . ١‏ 


- استخدم نتائج القرينين ٠7 2» ١١(‏ ) لإيحاد القيم الذاتية المصفوفة 49 حيث 
11 7 


- ( لقراء المادة الاختيارية ), تكن ,3 قيمة ذانية المؤثر الفطى لآ ج 37 : "7 أثبت أن المتجهات الذاتية 
المؤثر 7 المناظرة للقيمة .3 هى المتجهات غير الصفرية فى نواة "2 8/4 0 


+ 5 التحويل الى الصورة القطرية 

فى هذا القسم وفى القسم التالى سنهتم بالمسألتين العاليتين : 

مسألة ( ١‏ ) : إذا أعطينا مؤثراً خطيا “3 ج 3 : 7 على فراغ خعلى ذى بعد محدود فهل يوجد أساس 
للفراغ 7 بالنسبة له تكون المصفوفة 37 قطرية ؟ 

مسألة ( ؟ ) : إذا أعطينا مؤثراً خطياً /آج : '7 على فراغ ضرب داشل ذى بعد محدود ‏ فهل يوجد 
أساس عيارى متعامد للفراغ 7 بالنسبة له تكون مصفوفة '2 قطرية ؟ 


للف 


إذا كانت 4 مصفوفة الموثر ”اج ل[ : 7 بالنسبة إلى أساس ما » فإن مسألة ( ١‏ ) تكافء السؤال 
عن و جود تغيير للأساس بحيث تكون المصفوفة الجديدة للمؤثر '7 قطرية . من نظرية ( ه ) قسم ( ه-+ ) » 
المصفوفة الجديدة المؤثر "3 ستكون ص4 ا-ممر حيث م هى «صفوفة الانتقال بالمناسبة . إذا كان 7 فراغ 
ضر ب داغل و كانت الأساسات عيارية متعامدة »فمن نظرية (0؟) قسم ( 4غ )١٠١١--‏ » ستكون 2 عمودية . 
وهذا يؤدى بنا إلى الصياغة التالية بالمصفوفات للمسائل السابقة . 

مسألة ( ١‏ ): ( صيغة بالمصفوفات ) إذا أعطينا مصفوفة مربعة 4» فهل توجد مصفوفة قابلة للانمكاسرم 
محيث تكون ضرم 2-1 قطرية ؟ 

مسألة ( ؟ ) : ( صيغة بالمصفوفات ) إذا أعطينا مصفوفة مربعة 4 » فهل توجد مصفوفة عمودية ر 
بحيث تكرن (طمأ؛م) ح صرم 2-1 قطرية ؟ 

توحى هذه المسائل بالتعاريف الآنية : 

تعريف : تسمىالمصفوفة امر بعة 4 قابلة التحول إلى الصورة الفطرية إذا وجدث مصفوفة قابلة للانمكاسم 
حيث تكون 2زم 7-1 قطرية » ويقال إن المصفوفة طر تحول 4 إلى الصورة الفطرية . 

تعتبر النظرية التالية الأداة الأساسية لدراسة قابلية التحول إلى الصورة القطرية وييبرز برهانها طريقة 
تحويل مصفوفة ما إلى الصورة القطرية . ْ 

نظرية ؟ : إذا كانت 4 مصفوفة من النوع ‏ كا : » فإن التقارير الثالية مكافثة . 

(1أ) 4 قابلة العحول إلى الصورة القطرية . 

(ب) المصفوفة 4 عدد # من المتجهات الذاتية غير المرتبطة خطياً . 

البرهان : (1) حه (ب) حيث إن 4 بالفرص قابلة التحول إلى الصورة القطرية » إذن توجد 
مصفوفة قابلة للاتعكاس . 


ملظ ''' 2رظ إرصظ 
4 اد 222 22 م 
م2 555 جم إوظ 
محيث تكون م1 قطرية » لتكن 2/ ح صركر1-م حيث 
0 0:1 تزه 
0 00م 
7 2 


ل 


إذن ص ع صم » أى أن 


برمية ٠٠١‏ ورصيك إرضيك 0 © 0 يث4ض|زمرض *** 2نش انظ 
نوصة 5< يوطية نوصية 2 ل 4 0 م رفك 4 4 عاصم 
مرصة ٠٠‏ رضي ضمضيكة به ٠٠١‏ © 9إ]زسم <١‏ ممظ امض 

6.4 


إذا افترضنا الآن أن ,م » وم » ...غ بره ترمز لمتجهات الأعمدة المصفوفة / فمن ( 6.4 ) الأعمدة 
المتتابعة للمصفوفة ص4 هى وطيرة ٠‏ وطوة » ... ؛ يرطبية ولكن من مثال )١07(‏ بقسم )6-١(‏ » 
الأعمدة المتتابعة للمصفوفة طم هى يرك » د«4 » ... » ,وك لذلك يحب أن يكون لدينا 
(6.5) را د رهق ,... روطي 2 يمك برصرة ع رمك 
حيث أن ظر قابلة للانمكاس » فإن متجهات أعمدتها تكون جميعها غير صفرية » إذن استخدام (6.5) » 
تكون 1 » :3 » ... » ,3 قما ذاتية للمصفوفة 4ه وتكون و ء وو » ... » يرم متجهات ذائية 
مناظرة . حيث أن 8 قابلة للانمكاس » فينتج من نظرية )١(‏ فى قسم (5-4) أن ره ٠١‏ وم 6 ...2 يرظ 
غير مرتبطة خطياً وإذن للمصفوفة عدد « من المتجهات الذاتية غير المرتبطة خطياً . 
(ب) سه (1) افترض أن 4 ها عدد # من المتجهات الذاتية غير المرتبطة خطيارم ٠‏ جم » ... ؛رره 
بقيم ذاتية مناظرة و3 » ج.2 » ... ؛ بررة ولتكن 
مر *'"* 1]2ض إلظ 
لكا 5 يك 4 دم 


ير 42 ما 
هى المصفوفة الى متجهات الأعمدة لا هى وص » وس » ... عيرس باستخدام مثال )١1(‏ قسم 
)4-١(‏ » تكون أعمدة حاصل الضرب 4/7 هى 
رمك ...روسك رمق 


رطا د رمك ,...روهية 2ت وسق بيصا ع رمق 


١ 0‏ © ر4]|]مرم **' عيرهض ارص مرصية ٠٠١‏ صرضيكة برضيك 
. 1 ا 9 4 ول 4 21 5 دتمي ولاق دوطية دوقي - صم 
مك ٠٠١‏ © 0إ][لسم *** 2م امض سطمة ٠٠١‏ وميك رمرطيك 
رام - 
)6.6( 


حيث 2 هى المصفوفة القطرية الى لها القيم الذاتية ..3 » ج3 » ... » ير3 على القطر الرئيبى . 
حيث أن متجهات الأعدة للمصفوفة 4 غير مرتبطة خطياً » فإن م قابلة للانمكاس وإذن يمكن كتابة 
(6.6) على الصورة 2 ح «رهر:-ص أى ان ء 4 قابلة للعحويل إلى الصورة القطرية . 


قف 


نحصل من هذا البر هان على الطريقة التالية للتحويل إلى الصورة القطرية » مصفوفة 4 قابلة لهذا التحويل 
ومن نوع # 8# ٠‏ 

خطوة ( ١‏ ) : أوجد عدد #« من المتجهات الذائية غير المرتبطة خطياً المصفوفة 4 و لتكن 
8 يوس كاب ك ره ء 

خطوة ( ؟ ) كون المصفوفة هر التي متجهات أعنديها رص و« ... ؛ ررم 

خطوة (م) : ستكون المصفوفة م4م؛-م مصفوفة قطرية عناصرها القطرية المتتابعة هى 
يقء يج ء ... برذ حيث :93 هى القيمة الذاتية المناظرة للمتجه رمم ٠‏ ,... ,2 ,1 -م 
مشال(7ا): 


أوجد مصفوفة م تحول إلى الصورة القطرية المصفوفا 


3 -2 0 
4-1-2 3 0 
0 0 5 


الحسل : من مثال ( ه ) تكون القي الذائية المصفوفة 4 هى 1 -- ,1 ء 5 - .3 وأيضاً من هذا المثال 


المتجهان 
1- 0 
1 | ل كل ا > يم 
0 1 
1 
1 رص 
0 0 


أساساً للفراغ الذاق المناظر للقيمة 1 .3 من السهل أن نتسقق أن (,م » وم » وص 4 غير مرتبطة 


خطياً » لذلك فإن 
1 0 1- 
1 0 1 دم 
01060 
تحول 4 إلى الصورة القطرية . للتأكد من ذلك » يحب على القارىء أن يتحقق من أن 
60 0 5 1 0 1-][0 2- 3 |01 + 4- 
0 5 0]- |1 0 1 00م 3 11-2 0 0 د صماام 
1 0 0 0 1 0 3 0 0 0 + 4 


ينه 


ليس هناك ترتيب مفضل لأعمدة هر حيث ان المنسر القطرى رقم 8 للمصفوفة م4' 2 يكون قيمة 
ذاتية لمتجه الفسود رقم * للمصفوفة م ع فتغيير ترتيب أعمدة 2 يغير فقط ترتيب القيم الذاتية على قطر 
المصفوفة طرير؛-ص فلو كنا قد كتبنا 


فى المثال السابق » لكنا حصلنا على 


شال (م): 
المعادلة المميزة المصفوفة 
2 3- 
كات 
هى 
_-2 2 4+3 دا 
0 +6 | :0 ]نه - له )عل 


وإذن 1- -.3 هى القيمة الذائية الوحيدة المصفوفة 4, ٠»‏ وتكون المتجهات المناظرة للقيمة 1- عرز 
هى حلول 0 - *( 4 2 -) ء أى حلول النظام 
0 ح ي«2 - ع2 
لوطع كن الودم 


حلول هذا النظام هى # ح ,بد ء م ح يد (حقق ذلك ) » إذن فالفراغ الذات يتكون من كل المتجهات 


اا 1-7 


حيث إن هذا الفراغ من بعد 1 ٠‏ فلايكون المصفوفة 4 متجهان ذاتيان غير مرتبطين خطيا » و لذلك 
تكون 4 غير قابلة للتحويل إلى الصورة القطرية . 


مسال (4) : 
ليكن 23 ج 23 : '2 المؤثر الحطى المععلى بالصيغة 


و2 - ريدق 3*1 
و«3 + «2- ]اع 9 1 
و5 و« 
أوجد أساساً الفراغ 82 بالنسبة له تكون المصفوفة "23 قطرية . 


1174 


الحل: إذا كانت زوع نيعا يها دق ترمز للأساس العتاد للفراغ 283 2 فإن 


1-1-0-1 
1 


و لذلك تكون المصفوفة المعتادة للمؤثر "1 هى 


3 2 0 
4 -1--2 3 0 
0 0 5 


نريد الآن أن غير من الأساس المعتاد لأساس جديد ( وثها » ينها ء ,']  8“-‏ لتحصل على 
مصفوفة قطرية ”4 للمؤثر "2 . إذا افترضنا أن ط هى مصفوفة الانتقال من الأساس المهول “8 إلى الأساس 
المعتاد 8 ء فن نظرية (0) بقسم (ه-4) » سثّر تبط 4 » “4 بالعلاقة 
صمادم د “ل 
بمعنى أخرى ع مصفوفة الانتقالم تحول 4 إلى الصورة القطرية . وجدنا هذه المصفوفة فى مثال ( 17) 
ومن جملنا فى ذلك المثال, نيحد أن 


1 0 1- 0 0 5 
1 0 1 دم و 0 5 0]ع 'ل4م 
60 1 0 1 0 0 


حيث أن 2 تمثل مصفوفة الانتقال من الأساس إو/ط » يثقة ء ,ثن ) ب “8 إلى الأساس المعتاد 
زوه يه ره) - 8 فإن أعدة صر تكون هى و[,'0] » [:'0] » و['رظ] وهذا تكون 


1 0 1- 
1 > وزف] .|0 - و[س] ,|1 - وزيه] 
0 1 0 


1- 
1 ا ح ية(0) + يء(1) + يه1(6 -) ع ينا 
0 


وإذن 


0 
0 ح وه(1) + يه(0) + يو(0) ع ون 
1 


1 
0 ع وهة(0) + يه(1) + ر1(6) ح وس 
0 


535 


هى متجهات الأساس الى تنتج المصفوفة القطرية “4 للمؤثر 7 . 

الآن وقد درسنا طرق التحويل إلى الصورة القطرية » أية مصغوفة قابلة لهذا التحويل » نعود إلى السؤال 
مّى تكون المصفوفة قابلة التحويل إلى الصورة القطرية ؟ ستساعدنا النتيجة التالية لدراسة هذا السؤال وسنؤوجل 
برهاها إلى نجاية هذا القسم . 

نظرية م : إذا كانت ,م.ج" »... ءعيم؟ متجهات ذاتية للمصفوفة 4 مناظرة لقَيم ذاتية مختلفة 
يدءيشء...ءجذ فإن ال ةا فئة غير مراتبطة نخطيا . 

كنتيجة لهذه النظرية » نمحصل على النتيجة المفيدة التالية . 

نظرية 4 : إذا كانت المصفوفة 4 من النوع 2 كا # لها عدد #< من القيم الذاتية المختلفة » فإن 4, تكون 
قابلة للتحويل الصورة القطرية . 

البرهان : إذا كانت ,لا ء ولا »ء... عسيلا متجهات ذاتية مناظرة للقيم الذاتية المختلفة 
يذءيذء ... > 3 فن نظرية (8) » تكون و7 ء د" » ... »يم غير مر تبطة خطياً . وإذن من 
نظرية (؟ ) » تكون 4 قابلة التحويل إلى الصورة القطرية . 


مثال :)0١(‏ 
رأينا فى مشال ( 4 ) أن المصفوفة م510 
20 1 
4+ 60 0 
ثلاث قبي ذاتية مختلفة هى 3//. - 2 -1 ,3/ي. + 2 - 1 ,4 ح لم وعليه فإن 4 قابلة للتحويل إلى 
الصورة القطرية . بالإضافة إلى ذلك فإن 
0 40 
0 3 +2 0إع صما-م 
2-3 00 0 
لمصفوفة 2 قابلة للانمكاس . يمكن ». إذا رغب فى ذلك » إيحاد المصفوفة ر/ باستخدام الطريقة 
المبيئة فى مثال ( /) . 


:)0١( مثال‎ 


عكس نظرية ( 4 ) ليس صميحاً » أى إن » قد تكون مصفوفة 4 من نوع , 6< 2 قابلة التحويل إلى 
الصورة القطرية رغم أن ليس ا من القيم الذاتية امختلفة على سبيل المشال » إذا كانت 


5 5|-ه 


كرف 


فإن المعادلة المميزة للمصفوفة 4 هى : 
32-0 -4)- لم - لماعل 

وإذن 3 ح .0 هى القيمة الذاتية الوحيدة للمصفوفة 4 . ولكن من الواضح أن 4 قابلة التحويل 

إلى الصورة القطرية حيث إنه مع أخذ  /‏ م يكون 
30 
1 إ- مد مح ميدم 

ملحوظة : نظرية () حالة خاصة من نتيجة أكثر تعميماً افترض أنوية ٠‏ )...١ب‏ 
قيم ذاتية مختلفة وأننا نختار فئة غير مر تبعلة خطياً فى كل من الفراغات الذاتية المناظرة . إذا أديجنا كل هذه 
المتجهات فى فئة واحدة » فيظل الناتج فئة غير مر تبطة خطياً . على سبيل المثال ٠‏ إذا اخثر نا ثلاثة متجهات 
غير مرتبطة خطياً من فراغ ذا واحد واخترنا متجهين غير مرتبطين خطياً من فراغ ذاتى آخر فإن المتجهات 
الممسة مع تكون فئة غير مرتبطة خطياً . نحذف البرهان . 


مادة اختيارية : 


نحم هذا القسم ببرهان لنظرية (7) . 
البرهان : لتكن ,3 » «” » ... » لا متجهات ذاتية المصفوفة 4, مناظرة لقم ذاتية مختلفة 
ملع يذء ... 6ج سنفترض أن 91 » ولاء ... © 9 مرتبطة خطياً فنحصل عل تناقض . من ثم 
عكننا أن تخلص إلى أن يلاء ولاء ... © ج97 غير مرتبطة خطياً . حيث أن أى متجه ذا يكون » 
من التعريف ء غير صفرياً » فإن (:9) غير مرتبطة خطيا . ليكن / هو أكبر رتم بحيث تكون 
ا عددقة غير مرتبطة خطيأ ححيث أننا مفتر ضين أن ( »...7356 6 71] مر تبطة 
خطياً » فإن مر تحقق 2 > م ك 1 . فضلا عن أنه » من تعريف " تكون [) .م9 » 6 71 6 1 
مرتبطة خطياً . لذلك فتوجد أعداد قياسية 6 6 و6 عا © رلمه ليست كلها أصفاراً » محيث أن 
67( 0 > ربملاربين + 000 + ولاو© + ارت 
بضرب كلا طرى (6.7) فى 4 وباستخدام 
كريط حت ربراكق ,..روايا ع ولكلى ,ارط عد يللم 
نحصل عل 
6.8( 0ت يبرا ربرارين ل +٠0١‏ وايليه + اأيقره 
ضرب كل طرف ( 6.7 ) فى ومرة وطرح النائج من ( 6.8) يؤدى إك 
0 ح ازيبا حيل)ن + +٠٠١‏ هيلا(ربمة ح يفا + االربمة - يفاره 
حيث أن ده غير مرتبطة خطيا » فتستلزم هذه المعادلة أن تكون 
0 > زرببة ع مل)ن > ٠:١‏ - (رببة - يل)ن > (ربمةط - يفاره 


زفق 


وحيث أن ١31‏ 22 ء ... © يديه مخطفة » فيتبع ذلك 
)69( 0 36ت ةكرع دين 
التعويض عن هذه القيم فى ( 6.7 ) يؤدى إلى 
20 ا 


حيث أن المتجه الذاق ودر غير صفرى ء فيتيع ذلك 


(6.10) 0 دربن 
معادلتا ( 6.9 ) » ( 6.10 ) تناقضان حقيقة أن .م » ي» » ... + ودم» ليست كلها أصفاراً. 
وهذا يكل البر هان . 
تمارين "١‏ ؟ 


أثبت أن المصفوفات ف المّارين من ١‏ إلى ؛ ليست قابلة التحويل إلى الصورة القطرية . 
2 0 60 30 1 0 1- 
١-]ج‏ 1 21 1 *-[0 2 0 4+- |0 1[123- 
1١ 2 56‏ - 13 4- 
فى القارين من ( ه ) إلى ( م ) أوجد مصفوفة 2 تحول | 
12 14- 120 
20 2 كه 5 
3 0 5 5 |2 
60 10 8-0 2 
-]|! 1 4-0 م-إه 2003م 
011 3 0000 


فى المارين من ( 4 ) إلى )١4(‏ ء حدد ما إذا كانت 4 قابلة التحويل إلى الصورة القطرية . إذا كانت 
كذلك » فأوجد المصفوفة م التى تحول 4 إلى الصورة القطرية وعين صم 1-م 


6- وب 19] 2 4 ]د 
عا 9 11 25ح 4 ا 400 30-ا دعم 
4ه ول 17] 3 1 30- 
- 60 0 5) لك 0 
0 4-15 0 0 4-0 
5 1 0] 301 
00 060 0 | 2000890060- 
م000 0-2 200505 060 
عات - 35 حل 
م 003 1 14 3 0060 
13 0 0] 3 0 0 0 


فف 


هو ليكن 2ه جح 2ه : 7 الموثر المعلى المعطى بالصيغة 
]| -(]) 
7 
7 0 ردم 3*2 
أوجد أساساً الفراغ 222 بالنسبة إليه تكون مصفوفة '7 3 إيةى 
ليكن 3ه ج 23 : 7 المؤثر الحطى المعطى بالصيغة 
وعد سينا - 280 1*1 
و وير - |]ي«!| 7 
و2 + يع + 4ع وكا 
أوجد أساساً الفراغ 25 بالنسبة إليه تكون مصفوفة 7 قطرية . 
١‏ - ليكن,ظر ج رصم : ”7 الموثر الحطى المعطى بالصيغة . 
««ليه - مه6) + وه ع («دره + مه)1 
أوجد أساساً للفراغ و بالنسبة إليه تكون مصفوفة '3 قطرية , 


١‏ - لتكن 4 مصفوفة من النوع # كا # و / مصفوفة قابلة للانمكاس من النوع # ٠‏ 8« . أثبت أن, 
() مسمدوحص ترصورخدم) 
(ب) ‏ «كم حم رصم حم) ( # عدد صميح موجب ) 
١9‏ - استخدم تمرين )١8(‏ ليساعد ى حساب 419 » حيث 
له -]«ه 
( إرشاد : أوجد مصفوفة ظر تحول 4 إلى الصورة القطرية واحسب "!( طلم ص ) ) 
- لتكن 


أثبت ت أن 
(أ) إذا كانت 0 < مذ4 + 4(2 -4 ) فإن 4 قابلة التحويل إلى الصورة القطرية . 
(ب) إذا كانت 0 > م48 ل 2( 4 م ) فإن 4 غير قابلة للتحويل إلى الصورة القطرية . 


"١ 5‏ التحويل الغمودى الى الصورة القطرية ‏ المصفوفات المتماثكة 
ندرس فى هذا القسم » المسألة الثانية الموضوعة فى بداية قسم (0-؟) . ستقودنا دراستنا إلى اعتبار نوع 
عام من المصفوفات يسمى المصفوفات المائلة . 
خلال هذا القمم كله « عمودى » تعى عمودى بالنسبة إلى ألضر ب الداخلى الاقليدى على 87 . 


زغيفا 


تعريف : تسمى المصفوفة المربعة 4, قابلة التحويل العمودى إلى الصورة القطرية . إذا وجدت مصفوفة 
عمودية 2 حيث تكون طم !-ط (س 2 “2) قطرية يقال إن المصفوفة ظر تحول عمودياً 4 إلى الصورة القطرية 

لدينا سؤالان يؤخذان بعين الاعتبار . الأول ٠‏ أى المصفوفات تكون قابلة للتحويل العمودى إلى 
الصورة القطرية » والثاى » كيف نجد مصفوفة / لتجرى التحويل العمودى إلى الصورة القطرية لمصفوفة 
قابلة لهذا التحويل ؟ تختص النظرية التالية بالسؤال الأول 


نظرية ه : إذا كانت 4 مصفوفة من النوع ‏ كا # فيتكافا التقرير ان الثاليان + 
(1) 4 قابلة للتحويل العمودى إلى الصورة القطرية . 
(ب) المصفوفة 4, فئة عيارية متعامدة من متجهاً ذائياً . 


البرهان : (أ) سه (ب) . حيث أن 4 قابلة للتحويل العمودى إلى الصورة القطرية » فتوجد 
مصفوفة عمودية ظر حيث تكون رم +2 قطرية . كنا تبين ى برهان نظرية (؟) » متجهات الأعمدة المصفوفة ر 
وعددها # هى المتجهات الذاتية المصفوفة 4 حيث أن ر عمودية » فتجهات الأعمدة هذه تكون عيارية عمودية 
(انظر نظرية 74 ء بقسم ع - ٠١‏ )لهذا يكون لدى 4 عدد # من المتجهات الذائية العيارية المتعامدة . 

(ب) > (أ) . افترض أن المصفوفة 4 فئة عيارية متعامدة من 8 متجها ذاتياً 
لرط ...عوط يم) . كا تبين من برهان نظرية (؟ ) ٠»‏ فالمصفوفة طر بهذه المتجهات الذاتية 
كأعمدة لها حول 4 إلى الصورة القطرية . حيث أن هذه المتجهات الذاتية عيارية متعامدة » فتكون ر 
عمودية و لذلك تحول 4 إلى الصورة القطرية . 

يثبت برهان نظرية ( ه ) أن أية مصفوفة 4 من النو ع 8 6< 8 القابلة التحويل العمودى إلى الصورة 
القطرية تحول عمودياً إلى الصورة القطرية بواسطة أى مصفوفة ل من النوع # ا « فتشكل أعمدتها . 
فئة عيارية متعامدة من متجهات ذائية المصفوفة 4 . لتكن 7 المصفوفة القطرية 


مماام د« 

4 !-صوم دم 
أواء حيث أن ثر عمودية 

ارم - ىم 


لذلك فإن 
4 - "هم - «نوم د لروم) دنم 


أى مصفوفة لها الخاصية 0000 


تسمى مّائلة . لذلك نكون قد أثبتنا أن أى مصفوفة قابلة التحويل العمودى إلى الصورة القطرية هى مصفوفة 
مبائلة . والمكس أيضا يح ء إلا أننا نحذف البرهان حيث أنه يخرج بنا عن مجال هذا الكتاب . تلخص 
النظرية التالية نقاشنا . 


آنحف 


نظرية 5 : إذا كانت 4 مصفوفة من النوع # كا 8 فإن التقريرين التاليين يكونان متكافتين . 
(1) 4 قابلة التحويل العمودى إلى الصورة القطرية 
(ب) 4 متاثلة 


:)١١( شال‎ 
1 -4 5 

المصفوفة 03060 4-|-م4م 

مائلة إذأن “4 ع 4م 

نعود الآن إلى مسألة إيحاد مصفوفة عمودية / لتحويل مصفوفة مائلة إلى الصورة القطرية . مفتاح الحل 
هو النظرية التالية » والتى برهائها معملى فى نباية هذا القمم . 

نظرية * : إذاكانت 4 مصفوفة مبائلة » فإن المتجهات الذاتية من فراغات ذاتية مختلفة تكون متعامدة . 

نحصل كتنيجة لهذه النظرية على الطريقة التالية للتحويل العمودى إلى الصورة القطرية لمصفوفة متائلة . 

خطوة ( ١‏ ) : أوجد أساساً لكل فراغ ذاق للمصفوفة 4 . 

خطوة ( ؟١)‏ : طبق عملية جرام - يدت على كل من هذه الأساسات لتحصل على أساس عيارى متعامد 
لكل فراغ ذا . 

خطوة (7) : كون المصفوفة م الى أعمدتها' هى متجهات الأساس المنشأة فى خطوة (؟) هذه 
المصفوفة تحول 4 >مودياً إلى الصورة القطرية . . 

يحب أن يكون تبرير هذه الطريقة واضحاً . تكد نظرية ( 7) على أن المتجهات الذائية من فراغات 
ذاتية مختلفة تكون متعامدة » فى حين يْ كد تطبيق عملية جرام - شميدت على أن المتجهات الذاتية الناتجة 
داخل نفس الفراغ الذاتقى تكون عيارية متعامدة . كذلك فإن كل فئة المتجهات الذائية الناتجة بهذه الكيفية 
تكون عيارية التعامد . 
مثال (؟١)‏ : 

أوجد مصفوفة عمودية ط/ تحول إلى الصورة القطرية المصفوفة 


الحل : المعادلة المميزة المصفوفة 4 هى 
2 2س 4-لقم 

همهم | 4-4 2- أ - م - من 
4- 2000-2 


يفا 


لذلك فتكون القيم الذاتية هى 2 ح يذ » 8 ح .3 يمكن بالطريقة المستخدمة فى مثال ( 0 ) إثبات أن 


0 


يكونان أساساً للفراغ الذاق المناظر القيمة 2 22 . تطبيق عملية جرام - شميدت على يلا 2 .0 )4 
يؤدى إلى المتجهات الذائية العيارية المتعامدة التالية ( حقق ذلك ) 
1 


1 
2/. 4/6 
| لم 1 
آل |52 5 إثل 
2 
7 


0 


الفر اغ الذاتقى المناظر للقيمة 8 > ,3 له الأساس 


أ 


تطبيق عملية جرام - ثميد على زود يؤدى إل 


أخير ا باستخدام لمان مدن الما كأعبدة نحصل على المصفوفة 


: 


31 7 1 
325 مسجم ه يله د طٍ 
07 8 7/2 
ج ‏ 0 
الى تحول 4 عمودياً إلى الصورة القطرية . ( لتأكيد ذلك » قد يرغب القارىء أن يتحقق من أن 2رر #طر 
مصفوفة قطرية ) . 
نختم هذا القسم بتقرير خاصيتين هامتين للمصفوفات الميائلة . نحذف البرهان . 


زفف 


نظرية لم : 
() المعادلة المميزة لمصفوفة مائلة 4 جميع جذورها حقيقية . 
(ب) إذا كانت قيمة ذاتية .3 لمصفوفة متائلة 4 مكرر # من المرات كجذر للمعادلة المميزة » فإن 
الفر اغ الذاتى المناظر للقيمة .2 يكون له البعد # . 


مثال )١4(‏ : 
المعادلة المميزة للمصفوفة المهاثلة 
0 0 0 1 3 
6 0 0 13 
1 1 2 0 0ع 4 
1 2 1 0 0 
2 1 1 0 0 


ىو 
0204-2-0 مت قم ل 


لذلك فإن القيهالذاتية هى 4 > ,3 » 1 > » 2 ح يق حيث تتكرر القم 4 > ,3 » 1 ح .3 مرتين 
ونحدث 2 > ,3 مرة واحدة . لذلك فيكون الفراغان الذاتيان المناظران للقيمتين 4 - .22 » 1 - 2 ثنائيا 
البعد ويكون الفراغ الذاق المناظر للقيمة 1 > ل أحادى البعد . 
مادة اختيارية : 

برهان نظرية ٠‏ : لتكن ,,3 » 3.2 قيمتين ذاتيتين مختلفتين لمصفوفة مبّائلة 4 من النوع « كا م » 


و ليكن 
21 كت 
02 0 
٠‏ > وا و 5 اا 
42 0 


هما المتجهان الذائيان المناظر ان . نريد أن نثبت أن 
0 عدوسن ٠00+‏ ل ونون + ره 2ت 7ج7 901 
حيث أن 7/92 مصفوفة من النوع 1 ا 1 لا (ر8,,9» كعنصر وحيدء يمكننا أن نكل البر هان 
بإئبات أن 0 ح يكيم 
حيث أن و49“ مصفوفة من النوع 191 ومن البدهى أن كل مصفوفة منالنوع 161 تكون متاثلة فإن 
)ا أ ) - على 


وار« - ( من خاصية التحرير » انظر قسم ١‏ - 18) 
و7 “را د حيث أن 4 ممائلة 


يفف 


أيضاً 


تمارين 1" ؟ 
١‏ -استخدم الجرء (ب) من نظرية ( م ) لإيجاد أبعاد الفراغات الذاتية للمصغوفات المياثلة العالية : 


واأرايا د ولاولار؟ > ولمل؟ 


كولايا د وكرلو؟ ع تقار 
0 م 7 
واكركلرة > “وارلا - 


واكركيط > وكركيا 


0 ع ويثثرل(ية - ي4) 


حيث أن :3 6 .3 ينيع ذلك أن تكون 0- ,9؟ 


11 8- «ا_ 
)0( ا أ ١ب‏ 0 1- 0 
1 1 5 0 2- 
111 60 60 
(م 1111 رد 03 
4 311 053 
4400 4 0 4 ها 
4 
440060 4 4- 4- 
م 60 0 060 ()6051 2 60 ه06 
0 0 00 4 4060 4- 
فى الارين من ( ؟ ) إلى ( ؟ ) أوجد مصفوفة هر تحول 4 عمودياً إلى الصورة القطرية » وعين 42 7م 
31م 3 5 ]_ 
- وراء- لد 1د ق37] 2 
6 2000- 
5 7 4 و- 060 3- 4-0 
23 000 36- 
11060 2-1-1 
55 4-110 57 1002-1- 
00060 2 1- 1- 
6 10 3 0 5-2000 
130060 202000- 
ل+- 0 0[0 060 0 4 84- |2 5 0 0 عه 
0060 00 43 2- 0 0 


-٠‏ أوجد مصفوفة تحول عمودياً إلى الصورة القطرية المصفوفة 
لم 
6 م 


-١‏ تسمى المصفوفتان 4و 8 من النوع « »ا :, متوافقين عمودياً » إذا و جدت مصفوفة ععمودية ‏ محيث 
تكرن طم 1م ع 8 . 


أثبت أنه إذا كانت 4 مبّائلة و كانت 4 » 8 متوافقتين عموديا » فإن 8 متاثلة . 
١١‏ - برهن نظرية ( 7 ) للمصفوفات الماثلة من النوع 2 6 2 . 
١١‏ - برهن نظرية ( م أ) للمصفوفات الماثلة من النوع 2 2 . 


هف 


لت 
/ا  ١‏ تطبيقات ف المعادلات التفاضلية 


توصف كثير من قوانين الفيزياء والكيمياء وعل الأحياء والاقتصاد بمصطلحات الممادلات التفاضلية » 
أى » المعادلات المتضمنة على دوال ومشتفاتها . الغرض من هذا القسم هو توضيح إحدى الطرق الى يطبق فيها 
الجير الخطى لحل أنظمة معينة من المعادلات التفاضلية . محال هذا القسم ضيق » و لكنه قد يفيد فى إقناع القارىء 
أن يبر الخطى تطبيقات راة . 

تعتبر المعادلة التاليه من أبسط المعادلات التفاضلية 
لفق بره ع بر 

حيث (6 )كر حت بر دالة مجهولة يراد تعبينها » «4/برك ح ير هى ومشتقاتها » » ثابت مثل 
أغلب المعادلات التفاضلية » للمعادلة (7.1) حلول لاهائية العدد » وهى دوال على الصورة 
02( بم ع 

حيث © ثابت اختيارى . كل دالة على هذه الصورة حل للمعادلة بزع ح “بر حيث أن 

إك د شفا 1 

و بالمكس كل حل للمعادلة بزع ح "ر يجب أن يكون دالة على الصورة 66# ( انظر تمرين 1 ) » 
هذا فإن (7.2) تصف كل حلول المعادلة بزع ح “يز إننا تسمى ( 7.2 ) الل العام للمعادلة نزم ح "زر , 
فى بعض الأحيان تنص المسألة الفيز يائية المنشئة لمعادلة تفاضلية على بعض الشروط الإضافية الى تسمح لنا أن 
نفرد حلا خاصاً واحداً من الحل العام . على سبيل المثال » إذا اقتضينا أن يكون حل المعادلة «زه ح 'بر 
مستوفياً الشرط الإضاق 


)03( 3 > (0بر 
بمعى أن 3 ح بز عند 0 ح بد فبالتعويض عن هذه القيم ف المعادلة المامة مم ح بر نحصل عل قيمة 
الثابت © » وهى 

م ثم - 3 


ولذلك فإن 
>6ه3 حابر 
هى الخل الوحيد للمعادلة نزم ح "نر الذى يستوف الشرط الإضاف . يسمى شرطاً ابتدائياً الشرط ٠‏ مثل 
(7.3) » الذى بمخصص قيمة الحل عند نقطة ومسألة حل معادلة تفاضلية تحث شر ط ابتداق تسمى مسألة قيمة - 
ابتدائية . 
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سنكرس أهمامنا » فى هذا القسم » لحل أنظمة لمعادلات تفاضلية على الصورة 
«لامر© + 2*١‏ + ولزوره + وظرره - وز 
04 لامج + ٠٠١‏ + ولاوية + إل[ روم ع 4 


البرك © 205 ع ولاورة + وريه جح وير 
حيث (1< )كرح ور ٠‏ (جك )يكرح ولزء ... » (* )ير ح برلل دوال يراد تعيينها » والمعاملات 
ربك ثوابت . باستخدام للمصفوفات بمكن كتابة (7.4) كا يل . 


|[زام© '** 612 وه 0 
2 | ]مجه 6222 421|يى ور 
«لالسه '*<: 2ه ابت 10 
أو بشكل أكثر إيحاز؟ 
7م ع 1 
مشال(١):‏ 
(1) أكتب النظام 
و3 ع وبر 
و21 - > يبر 
ورك > وبر 


فى صورة مصفوفات ٠‏ 
(ب) حل النظام 
( ب ) أوجد حلا للنظام يحقق الشروط الابتدائية » 1 > (0)ربرء 4 ع ( 0)ونز ؛ 2 - - (0) وبر 


الحل:(أ) 
ط||0 0 3 ل 
0.50 |0 2- 0|- إير 
دالة 0 0 ور 
أى 

360 0 
00 -2 1 

0 60 55 


لك 


(ب) بمكئنا حل المعادلات حل كل معادلة على حدة » لآن كل معادلة تتضمن دالة مجهولة واحدة فقط . 
باستخدام (7.2) نحصل عل 


*63 ره حور 
هيم ح وبر 
*#موه ح وير 
أو بصيغة المصفوفات 
3م رم 0 
*2تميه | > إور | د ا 
م0 2 
( ب ) تحصل من الشروط الابتدائية المعطاة على 
ن ع 8م ع (0)ربر - 1 


يه ع "يه - (0)يبر د 4 


وه ع "ميم ع (0)ونر - 2- 
لهذا فيكون الحل المستوفق للشروط الابتدائية هو 
*كم2 د اس وبر ب#«قجو4 د وبر ,"23 د وبر 
أو بصيغة المصفوفات 
3م ل 
*22م4 | ع ]يراع لآ 
*2645- وال 


كان النظام فى هذا المثال سبل الخل لأن كل معادلة تضمنت دالة مجهولة واحدة فقط » و كانت هذه الحالة 
لآن مصفوفة المعاملات ( 7.5 ) للنظام كانت قطرية . ولكن كيف نعالج نظاماً 

الم - لآ 
فيه المصفوفة 4, ليست قطرية ؟ الفكرة بسيطة : حاول أن تحرى تعويضاً عن المصفوفة ل[ يؤدى إلى نظام جديد 
بمصفوفة معاملات قطرية؛ حل هذا النظام الأبسط الجديد » ومن ثم استخدم هذا الحل لتعيين حل النظام الأصلى. 


نوع التعويض الذى نحفظه فى ذاكرتنا هو 


ررم 1 028 1 يلاويم 1 ولاررم ح ريز 

اروم ل ٠٠00‏ + ولاووم + رلاروم ع 
)06 ا 4 2 022 1 4 4 

ع اوسن نرت عم انا صم له 


ذل 


أو بصيغة ا مصفوفات 


“ا |[ أمدم 2 211 الل 
2 |أامدم 22م إد7 | أوا 
ملأ لممم 0 ل 
أو بشكل أكثر إيجاز؟ 
لاط د لآ 


فى هذا التعويض المعاملات ررم ثوابت يراد تعييئها بحيث يكون النظام الجديد المتضمن الدوال المجهولة 
ولا ء ولة » ... © بر مصفوفة معاملات قطرية . سنترك كتمرين الطالب » أن يحرى عملية التفاضل على 
كل معادلة فى (7.6) ويستنتج أن 

انام د الآ 
إذا أجرينا التعويضين 00م س 3 ء “8ط س "3 ف النظام الأأصل 


47 ع 1 
وإذا افترضنا أن م قابلة للاتمكاس » فإننا نتحصل على 
(4)810 ع 'نام 
أى نا(طم ١‏ -م) د ان 
أى نا« ع 'نا 


حيث «رم!-م > 2 . ويكول الآن اختيار م واضساً » فإذا أردئا لمصفوفة المعاملات 2 أن تكون 
قطرية » فيجب أن نختار مز لتكون مصفوفة تحول 4, إلى الصورة القطرية . 
يقئرح ماسبق الأسلوب التالى لحل نظام ما 
47 د الآ 
له مصفوفة معاملات 4 قابلة التحويل إلى الصورة القعارية 
خطوة ( ١‏ ) : أوجد مصفوفة ظر تحول 4 إلى الصورة القطرية 


خطوة )١(‏ : أجر التعويض 'آم ح لآ ء “0م ب ”لآ لتحصل على « نظام قطرى » جديد 
نا( - 'ل] حيث ه514 عدار 


خطوة ( 8 ) : حل 810 - انا 
خطوة (14): : عين. ”3 من المعادلة اط ح لآ 


رذق 


:)١؟١(لاشم‎ 


(1) حل 
وز + وبر ع ابر 
و2 - ريره د وبر 
(ب) أوجد الحل الذى يحقق الشرطين الابتدائيين 1 ح ( 0) رنزء 6 ح ( 0) يلل » 


الحل (أ): مصفوفة المعاملات للنظام عى 
1 1 
ف 4[ -* 
وفقاً للمناقشة فى ( + - ؟ ) » تكون قابلة التحويل إلى الصورة القطرية بواسطة أى مصفوفة أعمدتها متجهات 
ذاتية غير مر تبطة خطياً المصفوفة . 


حيث أن 


2-1-1 


2200 
34-2 +4 -6-غ +ثزم 0 - 


| -- )عل 
فتكون القيم الذاتية المصفوفة هى 2 ح يوء 3- ح ية. بالتعريف يكون 


| 


متجها ذاتياً المصفوفة 4 مناظرا القيمة .3 إذا وفقط إذا كان ع حلا غير صفريا للمعادلة 0-« ( 7-4 13) 


رب بم 


إذا كانت 2 ع يز هذا النظام يصبح 


ما لثالة | 


إجراء الحل يعطى 
0 
هذا فإن 
1 0 3 
ااام 
وإذن يكون 
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أساساً الفراغ الذاق المناظر للقيمة 2 ح .3. بمكن للقارىء » بالمثل » أن يثبت أن 
الأساس للفراغ الذاق المناظر للقيمة 3- - 
تحول 4 إلى الصورة القطلرية ويكون 


لذلك فيؤدى التعويض 


لام د 87 * او لاص عانل 


من (7.2) يكون حل هذا النظام هو 
2 2 
06 > إلا 616 
1 أى | |- ك4 
06 ع ولا 


ومن ثم تعطى المعادلة 17م ح لآ الحل بالنسبة إلى 3 كا يل 


ةورم د عقو رن 1 ويم ]+ 1 1 ذا ان 
*ة حورم + 62م >ةدميه  1[|‏ 1 وير 
| 
ى 
>3-ورمة ب *2هرهم ع وبر 
07 ل 
(ب) إذا عوضنا من الشرط الابتدائٌ فى ( 7,7 ) فإننا نمحصل على 
1 ع 02 
6ع يم دنهم 


لحل هذا النظام نمحصل على 5 


60 - 


4 ع ره ,2 دهع 
وإذن من (7.7) يكون الحل المستوف للشر طين الابتدائيين هو 
ع3-م ب +262 د وبر 
+3 دي4 + +202 - وثز 
لقد افر ضنا فى هذا القسم أن مصفوفة المعاملات النظام /41-'/ل قابلة للتحويل إلى الصورة القطرية . 
إذا لم تكن الحالة كذلك . يحب أن تستخدم طرق أخرى لهل النظام . تبحث هذه الطرق فى مراجع متقدمة 
أكثر من ذلك . 


5836 


تمارين /! - ١‏ 
١‏ -(1) حل النظام 
وبره + بر د ور 
ونرة + ربر2 ع وبر 
(ب) أوجد الحل النى يحقق الشر لين الابتدائيين 0 > (0) لز ء 0 > (0) ول 


-(1) حل النظام 
ورة + وبر > وبر 
ورك + ربر4 > وبر 
(ب) أوجد الحل الذى يحقق الشر طين الابتدائيين2 - ( 0) ربز » 1 > ( 0) ي'بر 
-(1) حل النظام 
ورا+ ولك - ير 
ورا+ ربر2 - د وبر 
وبر+ و2 - - وبر 


(ب) أوجد الحل الذى يحقق الشروط الابتدائية ‏ 0 > (0)ونز,1 > (0)يبر ,1" > (0)ربر . 


4 - حل النظام ور + وبرة + ريرة ح وبر 
و2 + ويرك + ربر2 ع وبر 
ويرة + و2 + ربر2 > وبر 
ه - حل المعادلة التفاضلية 0 - بز6- “بر- ”بز إرشاد : افتررض أن برح وبر “براح وبر وأثيث أن 
ولا ع ور 
ولا + ريرك ح ربر6 + وبر ح بز6 + براك "بر د وبر 
4 - حل المعادلة التفاضلية 0 ح يرم - “11 لل “يرم ”ير أرشاد : افترضص أن 
زر حت ربع /لراح وناء “تزاح وبر ثم اثبت أن 
ولا > وبر 
صة 2 
دنزة6 + ونز11 - ربرة > وبر 
٠7‏ - برهن أن : كل حل المعادلة نزم ح ثبر يكون على الصورة *6وم ح بز ( إرشاد : افترض أن 
(+* )رع بر حل ء وأثبت أن *©ه ( بد )ير ثابت ) . 
م - أثبت أنه إذا كانت 4 قابلة التحويل إلى الصورة القطرية و كانت 
0 208 


تحقق 417 ح 3 فتكون كل إل تركيبة خطية من *«تم ,.. عم »دنم حيث ونه 2 32 6...برة 
ألقي الذائية المصفوفة 4 . 
امك 


١‏ تطبيقات فى مسائل التقريب - متسلسلات فورير 


م فى كثير من التطبيقات بإيحاد أحسن تقريب ممكن فى فترة ما لدالة كر بواسطة دالة أخرى من 
نوع مخصص ما ء عل سبيل المثال 
(أ) أوجد أحسن تقريب ممكن على الفترة [ 1 ,0] للدالة *ت© بواسطة كثيرة حدود على الصورة 
ايه + جره + وه ., 
(ب) أوجد أحسن تقريب ممكن على الفترة [1 ,1-] للدالة * 818 بواسطة دالة على الصورة 


*3ميم + *2مين ل 46 + وه 0 


( ج) أوجد أحسن تقريب ممكن على الفترة [ 25 ,0] للدالة | | بواسطة دالة على الصورة 
غ2 005 يط + < قمه يط + 2 ملو يه + 2 ملو ره + وه , 
لاحظ أن فى كل من هذه الأمثلة أخذت دوال التقريب من فراغ جزق للفراغ الاتجاهى [ 8 ,4 ] © 
( الدوال المتصلة على [ 8 ,4 ]) . كان الفراغ الجزكىُ فى المثال الأول هو الفراغ الجر من [1 ,0] © 
المنشأ بواسطة 1 ء برء 2 » وف المثال الثافى كان هو الفراغ الحزفٌ من [ 1 ,1 -] © المنشأ بواسطة 
عم . *2م6, 33م وفى المثال الثالث هو الفراغ الجزئى من [28 ,0] © المنشأ بواسملة 
1 » +« صزة » +2 هزة » # ومه » +2 005 لذلك ينص كل من هذه الأمثلة على مسألة بالصورة التالية : 


مسألة التقريب : أوجد أحسن تقريب ممكن على الفتّرة [ 8 ,4 ] لدالة معطاة /ر باستخدام تقريبات 
فقط من فراغ جزثُ مخصص 77 من [ 4,5 ] © . 

لحل هذه المسألة يحب أن نجعل التعبير « أحسن تقريب ممكنعل [ 4,5 ] » أكثر دقة . من البدهى أن يكون 
أحسن تقريب عل [ 8 ,4] هو ذلك الذى ينتج أقل خطأ . ولكن ماذا نعنى بكلمة « خطأ » ؟ إذا كنا مهتمين 
فقط بتقريب الدالة ( د )/ر عند نقطة واحدة ىد فإن الخطأ عند م باستخدام تقريب ما (* ) بم سيكون 
ببساطة هو 


الفطأ > |(م)و - (م)ر| 


ويسمى فى بعض الأحيان الانحراف بين ث/ر ء م عند مد ( انظر شكل 7 - ١‏ ) . إلا أننا مهتمون 
بالقريب على فتّرة بأكلها [ 8 ,© ] » وليس عند نقطة واحدة . نتيجة لذلك » فى أحد أجزاء الفترة قد يكون 
لتقريبما ( )وج انحرافات عن ()ث/ر أصغرمن انحرافات تقريبما (* )وم وفى جزء آخر من الفترة 
قد ينمكس الوضع . كيف يقرر الدارس ماهو أحسن تقريب شامل ؟ مانريد ه هو طريقة ما لقياس اللطأ 


4 


الشامل عند استخدام تقريب ()ج . أحد مقايبس الحطأ الشامل نحصل عليه بأن نكامل الاحراف 
| ()م- (*)ي | على الفترة بأكلها 
5 


7 


- رمن 
ل ب 1 |00 5 )0 1 
20 1 
أى أن 9 
08١‏ حل إلدان - «)/| !1 ع رومع 
هندسيا ٠‏ تكون ( 7.8 ) هى المساحة بين الرسمين البيانيين للدالتين ( د ) كر ء 8( +« ) على الفترة [ 6 ,4 ] 
( انظر شكل ٠7‏ - ؟ ) ء فكلما كانت المساحة أكبر » كلما كان الخطأ الشامل أكبر 


8 


(شكل ؟-١؟)‏ 4 0 

فى حين أن ( 7.8 ) طبيعية ومقبولة هندسياً » إلا أن ظهورعلامة المقياس بجعل الحسابات مزعجة بدرجة 
كافية حتى أن معظم الرياضيين و العلماء يفضلون بصفة عامة القياس البديل التالى تخطأ » و المسمى بمتوسط مر بع 
اللطأ 


متوسط مر بع اماج »دك 0[2)نو - ودار] ا[ 


بمتاز متوسط مربع الحطأ بالمزية الاضافية الى تسمح لنا بالتقدم لتطبيق نظرية فراغات الضرب الداخل 
فى مسائل التقريب . لثرى كيفية ذلك » اعتبر الضرب الداخل 


)79 حل واوهسار ”| - جع 4 
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على الفراغ الاتجاهى [ 5 ,4 ] '©. بهذا الضر ب الانجاهى تحصل على 
-ه 2[)و - ودام ] 1 ك جع ع اق ح تعد اق حم | 


وتقرر هذه الصيغة أن متوسط مربع الحطأ الناتج من تقريب ؟ بواسطة ع على [ 8 ,© ] هو مربع المسافة 
بين 5؛8 عندما ينظر إلى هاتين الدالتين كتجهين فى [5 ,4] © مع الضرب الداخلى (7.9) . لذلك فإن التقريب9 
من فراغجزى 1# للفراغ [ ,2] © يصغر متوسط مربع الحطأ إلى الحد الأدنى إذأ و فقط إذا كان هذا التقريب 
يصغر 2|| بم -؟ | إلى الحد الأدنى » أو بصورة مكافثة » إذا وفقط إذا كان يصفر ||بع 8 || 
باختسار فإن التقريب ع فى 17 الذى يصغر متوسط مر بع الخطأ إلى الحد الأدنى يكون هو المتجه ع فى 17 الأقرب 
إلى 5 باستخدام الضرب الداخل ( 7.9) . ولكننا نعل ماهو المتجه بم من قبل ٠»‏ أنه المسقط العمودى 
للمتجها على الفراغ الجزئى 77 ( انظر نظرية م١‏ فى قسم ه ‏ و ء وشكل ب #) . بإبجحاز لدينا 


النتيجة العالية . 
دالة فى [ 5 ,4 ] © تقرب 
أفضل تقريب لمن /19 - 6 
فراغ المتجه للدوال المقربة > 88# 
(شكل ١‏ -م) 


حل مسألة المربعات الصغرى : إذا كانت 5 دالة متصلة على [8 ,4] وكان 7# فراغاً جزئياً منتهى البعد 
للفراغ [ 5 ,4 ] © ؛ فإن الدالة م فى 8# الى تصغر متوسط مر بع الخطأ 


حك *[هاه - ساي] أل 


إلى الحد الأدنى تكون ؟ ي,زه0:م ع ع » المسقط العمودى للدالة 5 على 77 بالنسبة إلى الضر ب الداخلى ( 7.9 ). 
تسمى الدالة 4 ,250 ح- عع بتقريب المربعات الصغرى من 7[ للدالة 1 . 


متسلسلة فورير : 
تسمى أى دالة على الصورة 

6 ل انه : د 238 وها وه حك :3 663 ينا د وقح 73 
(7.10) عد طلز مك + ٠٠١‏ + 22 صزو يك + عد رزو ,4 + 


بكثيرة حدود مثلثية ٠‏ إذا لم يكن ,ره » ير» كلاهما مساو الصفر » فيقال إن ( + ) م ذات رتبة م 
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شال(*): 
4 صو 7 + 2 ومه 3 - عر ومه + 2 ع (2)0 
كثيرة حدود مثلثية بثوابت 
7 - يك ,0 ع وك ,0 ع ي4 ,0 ع ,3,4 و16 ك رةه ,2 2 وه 
ورتبة (*«)م# هى 4 , 
واضح من (7.10) أن كرات الحدود ذات الرتبة 5 أو أقل » تكون هى التركيبات الخطية 
امختلفة والممكنة من 
)7.11 ع قلق , . . . 2 قلق ,7 311 ,1/ 608 ,... ,2 608 را 005 ,1 
لذلك فإن كثيرات الحدود المثلثية ذات الرئبة « أو أقل تشكل فراغاً جزئياً 88 للفراغ الاتجاهى للدو ال المتصلة 
و بالتسديد الفراغ الجزث المنشأ بالدوال ذات العدد 24-1 المدرجة فى (7.11) . يمكن إثبات أن هذه الدوال 
غير مرتبطة خطلياً » و بالتالى تشكل أساساً الفراغ 3577 
دعنا نعتبر مسألة تقر يب دالة متصلة ( )ثم عل الفترة [ :28 ,0 ] بواسطة كثيرة حدوده مثلثية من 
رتبة # أو أقل . كا لاحظنا من قبل أن تقريب المربعات الصغرى لدالة # من 1# هو المسقط العمودى 
للدالة 4 على”78 , لإحاد هذا المسقط العمودى » يحب أن نجد أساسا عياريا متعامدا م8 » ر8 » ...2 يرد 
تلفراغ 77 ؛ وبعده بمكن حساب المسقط العمودى على ”777 من الصيغة 
(27.12) مو (روع 5) + 00 ل ارق( رع ,1» + و#زوع 15 ع 1 برزهئم 
( أنظر نظرية ٠١‏ بالقسم + - 4) . يمكن الحصول على أساس عيارى متعامد للفر اغ 97 بتطبيق عملية 
جرام - شميدت على الأساس ( 7.11 ) باستخدام الضر ب الداخل 
عدك («)ن ع« 1 - 4100 


يؤدى هذا ( أنظر تمرين ‏ ) إلى الأساس العيارى المتعامد 


1 1 
208 سح ح ان 1 6085© مع ح م8 
اي 8 ع إن" 
1 1 
ع هله حب جد روه ...ب له سح عد ررقن 
)0.13( 7 52 9 مط 
إذا اصطلحنا على الكتابة 
2 لد ين 2 دوو و 
0 7 ب0 - 15-2 7 7 61 ,502 ١‏ 0/5 0 
1 1 
,2ه 15 ع د رط ,... ,وبي 1) حت ع رط[ 
80 0 جم 0 1 
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فإنه بالتعويض من ( 7.13) ى (7.12) نحصل عل 
[ه سنو ,رم + ٠٠١‏ + < هلو ر5] + [ه 5مه ,04 + :+ وا ووه يه] + ف - ) برزموم 


0 


2 : ١ 
وال ]ع - عه ب وار 0 - 40 سح - مه‎ 4« 
دك :3 00005 7 ا 4ل 0 ” ل - 40 ل د ره‎ 

7 >6 عبن 10 1 
اك ا 20605 ار دم 1/1 ا 1 - 9 0 و4 
*ك ع صنق )كر 17 - عا دمل يل ضار 0 - 40 2 - اذ 


١ 1‏ 
9 0 - مس - مط 


ع«دك عحد لود كر 1 ع 4 عد ملة 


0 
باختصار 
2م 1 عدم 1 

>« ع1 مذو(« ل 1 ,5 دك عا وم( ل )2 45 
تسمى الأعداد م4 » ,4 ... يك 2ط ء وق ء ... » يرط معاملات فورير * للدالة ‏ . 


مشال (4) : 
أوجد تقريب المربعات الصغرى للدالة + > ( )كر على [25 ,0] بواسطة . 
(1) كثيرة حدود مثلثية من رتبة 2 أو أقل 
(ب) كثيرة حدود مثلثية من رتبة 5 أو أقل 


الحل : 
عدم 1 عدم 1 
25 ع ع«ك عر عور 0] - - مه 


(#) جين بابتيست جوزيف فورير (7758 سا ٠0م١)‏ مالم رياضيات وفيزياء فرنسى. اكتشصف فورير متسلسلة 
فورير والافكار المتعلقة بها عنديا كان يعمل فى مسائل انتشار الحرارة يعتبر هذا الاكتشاف واحدا من اكثر 
الاكتشافات تأثيرا على تاريخ الرياضيات » وهو حجر الزاوية لكثير من مجساللات البحث الرياضى واداة 
اساسية فى كثير من العلوم الهندسية ٠‏ 

نضى فورير وهو أحد السياسيين البارزين أثناء الثورة الفرنسية ©» بعض الوقت فى الحبسن بسبب 
دفاعه عن الكثيرين من الضحايا خلال فترة الارهاب »بعد ذلك أصبح أحد أصفياء نابليون وكان يلقب بكلا 
اللقبين « بارون » و« كونت » . 


لض 


بالنسبة إلى . . . ,2 ,1 ح / يععلى الشكامل بالتجزئ ( تحقق من ذلك ) 
0 <- عه نز رك ع يال ع[ 665 (* )ل 1 - 


2 »2م 1 : عدم 1 
0.14( - - وك عا هلق 6 - عه ها متووماز دمة 
تقريب المربعات الصغرى للدالة # عل [ 25 ,0 ] بواسطة كثيرة حدود مثلثية من رتبة 2 أو أقل هو 


2 صلق وط + عد هلق رط + 22 وه يه + عد ووه رم + ل به عر 
و إذن من ( 7.14) يكون التقريب هو 
2 ملو - عد مزه 2 -ج نس عر 
(ب) تقريب المربعات الصغرى لدالة *د عل [25 ,0] بواسطة كثيرة حدود مثلثية من رتبة 7 
أو أقل هو 
عاد ستع يط + ٠٠١‏ + عد هلق رة] +[ ووه ره + 000ل مومه رم] + كك ب عر 
أو من (7.14) هر 
قأك ...ل *3 هلق 2 ملو 
3 2 
بن ايبن أ برق ان حوبلا تر البلا ميطتات جد مله الو و تقريب المر بعات الصغرى 


+ عهه) 2 - مد 


60 صتقيط + عم ومه يه) 0 + 2 - وار 
يمعو إنيات أن ترس يري الهلا يدر يمن اعفن عانعا مه | جم ويرمز هذا بكتابة 
(« صتويط + عم ومه بيه) 3 +2 د وار 

يسمى العلرف الأيمن هذه المعادلة بمتسلسلة فورير للدالة كر . 1 هذه المتسلسلات أهمية بالغة فى الطندسة 
والعلوم » والرياضيات . 
تمارين  !/‏ ؟ 
9٠‏ - أوجد تقريب المربعات الصغرى للدالة * -+ 1 > (* )كر عل الفترة [ 276 ,0 ] بواسطة 

(1) كثيرة حدود مثلثية من رائبة 2 أو أقل 

(ب) كثيرة حدود مثلثية من رتبة*: أو أقل 
٠+‏ - أوجد تقريب المربعات الصغرى الدالة 2د ح ( عد )كر على الفتر [ 0,28 ] بواسطة 


)غ2 كثير ة حدود مثلثية من رتبة 3 أو أقل 
١ب‏ كثيرة حدود مثلثية من رائبة 8 أو أقل . 
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م« - (أ) أوجد تقريب المربعات الصغرى للدالة + على الفئرة [1 ,10 بواسطة دالة على الصورة 6ط دم 
(ب) أوجد متوسط مربع المطأ فى التقريب . 
ع - (أ) أوجد تقريب المربعات الصغرى للدالة *6 على الفترة[ 1 ,0 ] بواسطة كثيرة حدود على 
الصورة ,© -+- م© 
ب( أوجد متوسط مربع اللطأ فى التقريب . 
ه - (أ) أوجد تقريب المربعات الصغرى للدالة »د * 2أ8 على الفترة [1 ,1-] بواسطة كثيرة حدود 
على الصورة 2ر4 + 41 + 0»© 
(ب) أوجد متوسط مربع اللخطأ فى التقريب . 
- استخدم عملية جرام ب شميدت لممصول على الأساس العيارى المتعامد ( 7.13 ) من الأساس( 7.11 ). 
٠+‏ - إجر التكاملات الموجودة ى (7.14). 
م - أوجد متسلسلة فورير للدالة #«- »# - («)/ر 


0 © الصيغ التربيعية ‏ تطبيق فى القطوع المخروطية 

فى هذا القسم » نطبق نتائجنا عن تحويلات الإحدائيات المتعامدة فى دراسة معادلات الارجة الثانية . 
والصيغ الثر بيعية والقملوع المخروطية . تظهر الصيغ التربيعية فى أنواع مختلفة من المسائل اطامة المتعلقة 
مجالات متباينة مثل 'الذبذبات والنظرية النسبية و الهندسة والإحصاء . 

تسمى معادلة هن الدرجة الثانية فى « ٠‏ بز أى معادلة على الصورة . 
(7.15) 0 ع ير بره + يرل + تبن + بروا20 + تينم 


حيث تكون © ٠»‏ 5ء .... » كر أعدادا حقيقية ويكون أحسد الأعداد >م» م »م على الأقل 
غير مساو الصفر . و التعبير 
بر + برعا26 + تيم 
يسمى الصيغة الثر ببعية المرافقة . 


مقال (86) : 
فى معادلة الدر جة الثانية 
0 - 7 + بجر2 + شر س برعرة + 2ر3 
تكون الثوابت البينة فى (7.15) هى 
7م 00حم20-ح-4 تسدسهم ا ؤوؤدم (32-هم 
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1 ل الجير الخطى 


دج رده 
' برا ع تر 


مثال (05) : 


معادلة الدر جة الثانية الصيفة الثر بيعية المر افقة 
0 -7 + «2 بس تر ب برور5 + تبرق 2 - بوره + 2ر3 
0 ح وس برق + ثيرة - تيو #رة - تير4 
0 ح برج برير زه 


الرسوم البيائية للمعادلات من الدرجة الثانية فى د ء رز تسمى قطوعاً مخروطية . وأم القطوع ار وطية 
هى القطوع الناقصة والدوائر والقطوع الزائدة والقطوع المتكافئة » وتسمى هذه القطوع بالقطوع المخروطية 
غير المنحلة تسمى باق القطوع بالقطوع الخروطية المنحلة وتتضمن نقاطا منفردة وأزواجا من الخطوط 
المستقيمة ( أنظر مرين )1١‏ . 


يقال أن القطع المخروطى غير المنحل فى الوضع القياسى بالنسبة إلى محاور الاحداثيات إذا أمكن التعبير 
عن معادلته بإحدى الصيغ المعطاة فى شكل 1١‏ - + . 
مثال )١07(‏ : 
المعادلة 
2 
2-1 على الصورة رد ظ ب احيث 64-2 32د( 


و لذلك فيكون رسمها البياف قطعا ناقصا فى الوضعالقياسى و الذىيقطع حور عند( 0 ,2 -)» ( 2,0 ) 
ويقطع تحور بر عند (3- ,0) 0,3(6) . 


.ممكن كتابة المعادلة 16 - ح 2ر8 - 2 بالصورة 1 ع 2/16بر - 2/2بر والتى تكون عل 
الصورة 1 ح 2/12ير ‏ 2/62بر حيث ,2/. - / . 4غ و لذلك فيكون رسمها البيائ قطما زائدا فى 
الوضعالقيامى و الذى يقطع محور «ر عند (2لو.- ,0) ؛ (2لكهو,0) 


المعادلة 0 ح بز2 -+ 5+2 يمكن كتابتها بمثابة بز ح 2د والى تنكون على الصورة نزم ح #بد مع 


4 - ثم حيث أن 0>» فإن الرسم البيانى للمعادلة يكون قطما مكافثا ى الوضعالقيامى مفتوبحا إلى تحت. 


لاحظ أن أى قطع مخروطى فى الوضع القياسى ليس له حد زد ( يسبى حد ضر ب تقاطعى ) فى معادلته 3 
يدل و جود حد زءد فى معادلة القطم ارو طى غير المنحل على أن القطم المخروطى قد ثم تدويره عن الوضعم 
القياسى ( أنظر شكل «ا - ه []). لاحظ أيضا » أن أى قطم مرو لى فى الوضع القياسى ليس له الحدان 
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2 . بد معا أو الحدان 2مرء بز معا عادة ما يدل وجود أى من هذين الزوجين ف معادلة القطع امخروطى 
غير المنحل على أن القطع الخروطى قد تم نقله من الوضع القيامى ( أنظر شكل ا - هب ) . 


7 3 د 
3 3 3-3 
)غ0( )ب( )2 
( شكل -١‏ ه) (أ) دوران (ب) انتقال (ج) دوران مع انتقال 


إحدى وسائل التعرف على الر سم البياف لقطمع مخروطى غير منحل وليس ق الوضع القياسى 
تتكون من تدوير وثقل محاور الاحداثيات »د لنحصل على نظام أحداثيات "بز “د والذى يكون القطع 
امخروطى بالنسبة له ق الوضع القياسى . حالما يم عمل ذلك يصبح معادلة القطع امخرو طى ف النظام “بز عد على 
إحدى الصور اللمعطاة فى شكل 7 - 4 ومن ثم بمكن التعرف على الرمم البياف بسهولة . 


: )١8( مثال‎ 


حيث أن معادلة الدر جة الثانية 


0 > 18 عد بره +12 شير + 21:2 


):- ٠ (شكل‎ 


كفا 


تحوى الخحدود 2جء بداء 2«زرء برولكن لا تحوى حد رب تقاطعى ع فيكون رسمها البياف قطما 
مخروطيا منقولا من الوضع القيامى » ولكن ليس مدارا . بمكن إعادة هذا القطع إلى الوضع القيامى بنقل 
محاور الأحدائيات . تعمل ذلك تجمع أولا حدود د وحدود لز أى نكيب 
: 0 > 8 + (نره - تير) + 12 - 2ب2) 
و 
8- ح ر(رره - تبر) + ززم - 2082 


باكال المربع * عل كل من العبارتين داغل الأقواس + نحصل على 


أى 4 + 18 + 18- - (ه ع بره - 2بر) + (9 + عيرم - 2)«2 
(7.16 22-4 سس سر) + :32 م20 
إذا نقلنا محاور الاحداثيات باستخدام ممادلات الانتقال 

2 بردبر 3- 2« دير 


( أنظر مثال م فى قم « - ١)ء‏ فإن (7.16) تصبح 


4 5-5 ر + 2 
أى 2 #2 

00 
وهذء معادلة قطم ناقص فى الوضع القياسى فى النظام “لل #د. هذا القطع الناقص مرسوم رسما تخطيطيا فى شكل 
اه 


نتدبر الآن كيفية التعرف عل القطوع اتخروطية الى ثم تدويرها عن الوضع القياسى. بالنسبة لبقية هذا 
الكتاب » سنتبع غرفا معتادا بحذف الأقواس من كل المصفوفات من النوع 1 كا 1 . فيمكن للرمز 8 أن 
يدل إما على العدد 8 أو على المصفوفة من النوع 1 كا 1 وألى عنصرها هو العدد 8 سيكون من الممكن دائما 
من النص معرفة أيهما الى بذلك . بهذا التعرف » بمكن كتابة ( 7.15) بصيغة المصفوفات كا يلى 


7 -/+[|ر|ك + ال اه 7 


0717 0 ح عر ل ول ل لمعه 


ادس 01 []-. 


» لاكال مربع على عبارة فى الصورة عدم + 2 أضف واطرح الثابث 2(2/م ) لتحصل عل 


3 2 2 2 
02-60 - ()- )مس مدعيهه 
0 +ع 2 )+ عر م عدم يع 


يذ 


بهذا الاصطلاح تكون الصيغة الثر بيعية المرافقة للمعادلة ( 7.17 ) هى 
ا 


تسمى المصفوفة المبائلة 4 بمصفوفة الصيغة الثر ببعية عم '< . 
مثال (94) : 

مصفوفات الصيغ الثر بيعية 

2ر7 + بورد + شيرة و تتبر4 ل تبرق 
يو 3 8 0 8 
7 4- 0 

اعتبر قطما محرو طيا بالمعادلة 
(7.18 0 حير بس يور ل بوماعر 

سنبين الآن أنه من الممكن تدوير محاور الأحداثيات هر + حيث لايكون لمعادلة القطع اممْر و طى نظام 
الأحداثيات “لز “بد حد ضر ب تقاطعى 


خطوة ( )١‏ أوجد «صفوفة 
ا 2 دم 
2 221 


تحول 4 عموديا إلى الصورة القطرية . 
خطوة (؟) أبدل عمودى م ء إذا لزم ذلك ٠‏ لحمل 1 --() 4مك . يؤكد هذا أن تحويل 
الأحداثيات العممودى 
719 []”- *| فى أن عمد 
(7.19 1 0 أى أن ,«ط ح ير 
يكون دورانا ( أنظر قسم » - .)1١‏ 
خطوة ( ") لمصول على معادلة © ف النظام "بز “د عوض من ( 7.19 ) فى ( 7.18 )يؤدى هذا إلى 
١‏ 0 عر + ووط)ا + رعوط)م ليوط) 
3 
(0.20) 1 0 ح- رس بوزطعل) + برزطم ")تير 
حيث أن م تحول 4 عموديا إلى الصورة القطرية 
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حيث 3.4 ء ج.3 هما القيمتان الذاتيتان المصفوفة 4 . لذلك فيمكن كيابة ( 7.20 ) كا يل 


5 1 31 : 0 4 
«-/+[مالية يماك “* ماله ق]ص م 


0 ح رس ررم + و4 د رريخ + توية 


أو 


( حيث وومه + ورك - 4 . ريوع + ورك - ©). ئيس ذه المعادلة حد ضرب تقاطعى . 
تلخص النظرية التالية هذا النقاش . 
نظرية 4 : ( نظرية المحاور الآساسية بالنسبة [1224) . سكن 
0 ع تر عد بره ل يرل د تبن ع برعا( + تيرق 
معادلة قطع عر و على © » ولتكن 
تين + برعر(2 + يم ع ور نهر 
الصيغة الثّر بيعية المرافقة . #اور الأحداثيات بمكن تدويرها بحيث يكون لمعادلة © فى نظام الأحدائيات 
الحديد “لز د الصيغة 
0 ح رج يررك + م4 لج تريخ + تيه 
حيث .3 ء دي3 هما القيمتان الذاتيتان المصغوفة 4.. بمكن إنجاز الدوران بواسطة التعويض 
عام دعو« 
حيث م تحول 4 عموديا إلى الصورة القطرية وحيث 1 ع (2 ) 464. 


شال (00 : 
صف القطع امخُروطى © الذى معادلته فى 0 - 36 - تتر8 + بوره - ميرو . 


الحل : صيغة المصفوفات هذه المعادلة هى 
)7.21 0 ع 36 - رماع 


حيث 2 5 
-ل4 
له :-] 
المعادلة المميزة للمصفوفة 4 هى 


2 
-8 


وإذن القيمتان الذاتيتان المصفوفة م هما 4 > 22 » 9 ح ,3 . 


0ه موده -[ 1 * عه - م - تضم 


كف 


6 
ا 
5 


أساس للفراغ الذاق المناظر للقيمة 4-.3. نجمل هذا المتجه عياريا لمصول علىأساس عيارى متعامد لهذا الفراغ 


وإذن 


الذاق » فتحصل على 
ثُ 
5ل 
> و 
ل 
5/. 
بالمثل يكون 1 
ل 
د الحمد 
2 
56 
أساساً عياريا متعامدا للفراغ الذاق المناظر للقيمة 9 - .3 
و إذن فالمصفوفة 
ا 
5 05|رم 
كرد تكد 
كله 45و 
تحول 4 عموديا إلى الصورة القطرية . بالإضافة إلى ذلك » فإن 1--( 2 ) 466 وعليه فإن التحوي ل الممودى 
للاحداثيات 
00.22 يام دير 


يكون دورانا . بالتعويض من (7.22) فى (7.21) نحصل عل 
- 36 - (وط)ل 'وم) 


كن 


0 ع 36 - برزطم 'ط) “زع 


هذه المعادلة بمكن أيضاً كتابتها 

م 3 
1ب ين د 
84 9 


وهذه معادلة القطع الناقص المرسوم رمما تخطيطيا فى شكل لا - لا . 


مغال )0١(‏ : 
صف القطعم الغخر و طى © الذى معادلته هى 


50 20 
4-0 + برح سير سي تبرق م رده 2 
5 7 ) زه ه53 
الحل : صيغة المصفوفات طذه المعادلة هى 
١ 0723)‏ 0 -4 ل يور + يمر 
حيث 
0 5 0 20 
- 4م و الل زع كر 
ف 5] 7 
كا تبين فى مثال ٠١‏ 
ل 2 
5 5 
0 دم 
ك٠‏ كد 
5ل كل 


نحول 4 سموديا إلى الصورة القطرية . تعويض “لاثم ح 2« فى ( 7.23) نحصل عل 
0 - 4 + (عرص)عر + (بوط)م إبوص) 


2024( 0 - +4 + بررطعر) + بررصيماط)(ني) 

حيث أن 
يا ا 

سح[ م + 2 27 ]م 
45 كل« 

فيمكن كتابة ( 7.24 ) بالصورة 

(7.25) 0 - 4 + ببر36 ل برق # يرو + 2ر4 

لإعادة القطم انخروطى إلى الوضع القياسى» بحبأن تنقل المحاور “بز . باتباع طريقة مثال ١8‏ نعيد كتابة 


(7.25) بالصورة 
4 د (ثبره ‏ )9 + 2 42 
كمال المربعين يؤدى إلى 
6 + 4 + 4 د ره ب ره - 2ير)9 + (1 + 20 - 4062 


(7.26) 6 - 22 - ثبر)9 + 12 - م4 
إذا نقلنا محاور الأحداثيات بواسطة معادلات الانتقال 

2 - "لع "ل 1 #5 2 د 
فإن (7.26) تصبح على الصورة 

6 -ح تثرو + 2ر4 

أ يو 
9 
وهذه معادلة القطع الناقص المرسوم رمما تخطيطيا فى شكل |1 - م . 


2/2 

1 

لات حك 
م8 


(شكل م -؛) 


تمارين /ا ل ؟ 
2 أوعة الصيغ الثر بيعية المرافقة لمعادلات الدرجة القفانية التالية , 


(!) 0ح 7 سيرج + م2 - ثيه ب بررة - 22 


١ب‏ 0 > 3 سترق8 + عر5 + ترعير ب تير 
(١‏ 8 ع نرؤز5 
)د( 7ع ره عيبرو 
(ه) 5-0 برق ع7 بر 


عه 


- أوجد مصفوفات الصيغ الثر بيعية فى تمرين 1 . 
3 5 عبر عن كل معادلة من الدرجة الثانية ق نمرين ١‏ بصيغة المصفوفات 0ح أ ع يو ل وى 


- كل من القطوع ارو طية التالية 


535 


() 22 د شرو + 2 (ب) 1ح تربروم تعره 
(+) 8-0- ترا تير (د) 20 د تيو تبره 
(ه)0- 25 - ترب+بتير (و) 0<« شرو 
(١‏ بر2 د ةع (ح) 0عترا-ع3 
١ط(‏ 0ع تابر (ى) تر ع3 تير 


ه - فى كل جزء سيضع انتقال ما القطم المخروطى فى الوضع القيامى . اذكر اسم القطع التخروطى واعط 
معادلته بالنسبة إلى نظام الأحداثيات المنقول . 
(36-001 روه - م36 - قر4 + 92( م) [ى د بر20 + عم + ثر3 - 22 
(ب) 256 د بر128 + برق + ترم - 2« (و) 2 د بر7 د :10 ل شير 
رج 0 - 49 د بره[ - ع8 اتير 1 
(د) 18-0 ++ بر10 - بم + تر تير 


- القطوع المخروطية غير المنحلة التالية مدارة عن الوضع القيامى . فى كل جزء أدر محاور الأحداثيات 
لتزيل الحد برد . أذكر إسم القطم المخر وعلى واعط معادلته بالنسبة إلى نظام الإحدائيات المدار . 


(1) 80+ تر بوره - 2 (ب) 0ح بر م بق + تبر م بر2 + تير 
(ج) 9ع تيرك + برعره + تبر (د) مع 15- تبره + ب24 + 112 


يا 


فى القارين من إلى ١١‏ انقل وأدر محاور الأحداثيات ٠‏ إذا لزم ذلك» لتضم القطم الخروطى ى 
الوضع القياسى . اذكر امم القطع » واعط معادلته فى نظام الأحدائيات النهال . 


2 5 > بر20 - «10 - تيرم ل برعد4 -. 2ر9 
م04- 0ع بر64 - ج30 - 2ر12 - برور8 2ر3 
18 “ات 4 ص برق يرك ب تبر برورة 22 
٠‏ - 0- 73 س بر34 + 114 - 2بر13 + برعزم + 212 
1 0 > 9 بر + 102 + تتر 7‏ رورم تير 
5-0 0 عبرم - 15 - #تر25 + 20 تير4 


٠‏ - يمكن لمنحنى معادلة من الدرجة الثانية فى د  »‏ فى ححالات معيئة » أن يكون إما نقطة أو خط 
مستقيم أو زوجا من الفطوط المستقيمة . وهذه تسمى بالقطوع المخروطية المنحلة . وممكن أيضا أن 
لا تتحقق المعادلة بأى قيم حقيقية المتغيرين + » «ر فى مثل هذه الحالات لا يكون للمعادلة أى شكل 


كن 


بيانى » ويقال أنها تمثل قطعا مخروطياً تخيلياً المعادلات التالية تمثل قطوعا منحلة أو تخيلية . كلما 
كان مكنا » ارسم شكلا تمخطيطيا . 


ع2 مع قر غير ب 0 -7 س ترق + تير 
)2 0 - 2ر7 بس تبرق 6 0ع تتر م بروع2 اتير 
(ه)0 - 52 قبره + 12 + تبرو (9) 5- د بره - »2 - ترج تر 


6 الصيغ التربيعية ‏ تطبيق على سطوح الدرجة الثانية 
فى هذا القسم نعمم طرائق القسم السابق إلى معادلات الدرجة الثانية فى ثلاثة متغير ات . 
أية معادلة على الصورة 
0.27 0ص رع جز طبرم + عرو ل م2 + مم2 ل برورل2 + شين + برط + ثيرجى 


حيث ه» 5 »ع ... ع ليست كلها أصفارا » تسمى معادلة من الدرجة الثانية فى #داء زر ء 2 ويسمى 
التعبير 
دز + م2 + ب20 + شين + تيرم + تيرم 
بالصيفة الثر بيعية المرافقة , 
ريمكن كتابة ( 7.27 ) بصيغة المصفوفات 


*« | |»© 4 ه64 
60دتر+ ]بالا م وإا+ إبرإا/ 5 2[14 بر عا 
© ثرو 6 


أى 2 2 
0 عدر م يرك ل ورمع 
حيث 
© 4 6 * 
م مديعم أ مهاعم إباحعع 
6 ير © 2 


تسمى المصفوفة المائلة 4. مصفوفة الصيفة الثر بيعية 
2/2 + مم2 ل 20 + 2يم + تيرق ل تعره ح يمير 
مشال )0١(‏ : 
الصيغة الر بيعية المر افقة لمعادلة الدررجة الثانية 


0 - 7 سا ع3 سل بر2 + ع7 ل وبر س جر لد بورك + 2ج د تبر2 + 32 


هي 
تبرة - م3 + بوره + 2ج د و2 + 2ر3 


ومصفوفة هذه الصيغة الثر بيعية هى 


اننا قم سإنة 
دما نم 

| 
اده جه نم 


هت هه 
رسومات المعادلة الثر بيعية ى #دء برء 2 تسمى سطو ح الدرجة الثانية . نعطى الآن بعض الأمثلة 


2 2 
53 
ا 
كك / 


220- 
( شكل 4-0 ) سطح مكاق' زائدى ملح مكاق” ناقضى 


سطح الدرجة الثانية معادلته فى إحدى الصور المعطاة فى شكل ١‏ - 4 يقال أنه ى الوضع القياسى 
بالتسبة' إلى مخاوز. الأحداثيات: .. يدل ظهور :واحد أو أكثر منحدود الضرب برد » 62 » 22 فى معادلة سطح 
من الدر جة الثانية غير منحل على أن السطح قد أدير عن الوضع القيامى » وظهور كلا الحدين 2 * أو 
الحدين 2برء بر أو الحدين 2ج . 2 يدل عادة على أن السطح قد نقل من الوضع القيامى , 


مثال )١7(‏ : 
صف سطح الدرجة الثائية الذى معادلته هى 
0 -304 + بر216 - 162 - 922 2بر36 + 2ير4 


الحل : إعادة ترتيب الحدود تعطى 
4 - 2يو ‏ رررة - 2بر)36 + ره - 2عن)4 


]كال المر بعات يعطى 
4 + 16 + 304- - 922 (9 + بر6 - 2بر)36 + (4 + عره4 - 2ن)4 
أى 
6 -2ج92-  3(2‏ بر)36 + 2(2 - »)4 
أى 22 2 -ن) 
1 3 -3(2 )+ و 


لا 


نقل ا محاور بواسطة معادلات الانتقال 
يععطى 


وهى معادلة سطم ز ائدى ذى طية وأحدة . 


توضح التتيجة التالية أنه من الممكن دائماً حذ ف حدود الضر ب من معادلة سطح الدرجة الثانية يدوران 
محاور الأحداثيات . 


نظرية ٠١‏ : ( نظرية النحاور الآساسية فى الفراغ 23 ) : لتكن 
 )7.28(‏ 0 د رع مط بم + برو + م2 + مم2 ل نم2 + تيم ل ترم + قيرن 
هى معادلة سطح من الدرجة الثانية © و لتكن 
2 + مم2 ل بر«20 + كيم ل يرق + تيرم د ويفير 
هى الصيغة الثر بيعية المرافقة . مكن دوران محاور الأحدائيات بحيث أن ممادلة السلح © فى نظام الأحدائيات 
“زد تكون عل الصورة 


(07,29) 0 ح زع نهثر + ارك ل دو ال تنيوم + تررم + 2دل 
حيث و3 » وله » و3 القيم الذاتية المصفوفة 44 . يمكن إنجاز الدوران بواسلة التعويض 
لاط دير 


حيث 2 تحول 4 عمودياً إلى الصورة القطرية و 1>-(ط) 468 . 
هذه النظرية تقر ح الطريقة التالية لإزالة حدود ألضر ب من معادلة الدرجة الثانية فق +*دء بز ء تم . 
خطوة ( )١‏ : أوجد مصغوفة ثر تحول 4 عمودياً إلى الصورة القطرية . 


خطوة ( ؟) : أبدل عمودين من ل إذا لزم ذلك » لجمل 1 ح () 4ق يؤكد هذا أن تحويل 
الأحداثيات الممودى 


26 
(7,30) برام د زر 
2 

يكون دورانا , 
خطوة (") : عو ( 7.30) فى (7.29) 


برهان أن المعادلة الجديدة تكون على الصورة ( 7.29) ,مائل البرهان المعطى فى القمم السابق » 
ويترك هذا كتمرين . 


4 


مال (04) : 
صف سطح الدرجة أله نية الذى معادلته 
0 - 3 هيره + يعره ب بوره + 2ي4 + تبره + 2ر4 
الحل : صيغة المصفوفات لمعادلة الدرجة الثانية السابقة هى ش 
031 0 - 3 - يماع« 


0 
يك 


4: 2 2 1 
4-12 4 2 
2 2 4 


كا تبين فى مثال )١8(‏ بقسم + - ماء القيم الذا المصفوفة 4 هى 2 - ,3 » 8 > .3 وتكون 4 قابلة 
التحويل العمودى إلى الصورة القطرية بواسطة المصفوفة 
ط- طلي- 
- 2 |دم 
#2 0 
حيث متجها العمودين الأولين ى 2 هما متجهان ذائيان مناظران للقيمة 2 ح ,3 ومتجه العمود الثالث هو 
متجه ذال مناظر القيمة 8 < 3 . 
حيث أن 1 ح (25) 4ع ( حقق ذلك ) » فإن تحويل الأحداثيات العمودى 


*« *«د 
732( “برام دع إن ]| روا أهطا ,لام د ير 
يكون دوراناً . 2 2 


تعويض ( 7.32 ) فى (7.31) يعملى 
0 3 - (كيوص)ل اإنبوط) 


أو بصورة مكافئة 
(033) 0 ع 3 م دورطم ان 
حيث أن 
0 0 2 
60 2 0ع طصمسم 
8 0 0 
فإن (7.33 ) تصبح 


8 


أى 
3- 2ق ب 2ر2 + 22 


وهذه يمكن كتابتها على الصورة 


وهى معادلة سطح ناقص . 


تمارين /ط) - 5 
كت أو ال الصيغ الثر بيعية المر افقة لمعادلات الدرجة الثانية التالية : 


(1) 3ع ص2 ير2 + يبرد بوره + تو شر2 + غير 
(ب) ‏ 4ح «3 - ورك + وعرة ‏ برعر2 + 722 + تبرق 


0 1 - جنر + جنا + برعر 
ردج( 27ج ا تترربتوىر 
ك6 0 - 9و + 14 - جيرة + 322 
)و 0 32-2 لس يرس م2 + تبر م ج«2 +222 
؟ - أوجد مصفوفات الصيخ الثر بيعية فى تمرين ( )١‏ . : 


© اساعير عن كل معادلة من معادلات الدرجة الثانية ى كمرين ( ١‏ ) يصيغة المفصفوفات 
0 عر ا يو ل عه “كد 
5 اذكر أسماء سملو ح الدر جة الثانية الثالية : 
(!) 36-0 تيه ب قرو + تبرهة 
© 8 ع نم3 - تيرم ل تبرج 
(ج) 20م تيد تيرة ‏ تيرم 
دج( 0 > 2 ره + ثيرو 
6 6 د قير + 166 
)2 0 ح ع + تيبرة - 72 
إدرق 5 - 2ج ب تر شير 


ه -عين فى كل جزء معادلاث الانتقال الى ستضع سطح الدرجة الثائية فى الوضع القيامى. اذكر امم السطلح : 
(0)1- 1533 + ص24 - ر44) - م18 - خي4 + تر36 + تبرو 


ب 7 حمق بر18 - 12 + 2ج تبر + تيرم 
زلف 0 ع 144 + بريه + 2ج تيرق - 32 
د( 4 - 502 ا برة5 - تع رو + تير 
)مه 0 > 162-15 سا بر32 2 + شبر16 + تير 
)2 0 - 135 + ع + بر72 + 126 + تر3 - 2:2 
دق 1 - 62 سابر4 + 2 2ج ب شرج قير 


1 -أوجد فى كل جزء دوراتاً “#ط ح د يزيل حدود الشرب . أذكر امم السلح واعط معادلته 


قى النظام 2 "بز د . 

)ع0( 0 > 150 + يبر2 + 2322 ل تبرق + 22 
© 0 > 5 - ويرك + بره د برورةه + تيو ل تبره د قيره4 
(ج) 7202-0 -«0د54 - 21622 - 8122 + #بر100 + 2برج14 
0 ع ث ل برعرة2 


فى الّارين من ؟7 إلى ٠١‏ أنقل وأدر محاور الأحدائيات لتضع سطح الدرجة الثانية فى الوضع القياسى - 
اذكر اسم السطح و اعط معادلته فى نظام الأحداثيات الخال . 


له يم 9- ح 42 ا بيرم هزم - و2 + 22 ل 2 
م - 24 - 602 + بر12 + 12 - بره + ويرة سا2 - 1022 + 2ر7 ل قير 
8- 0 > 31 - 2 ع بر10 مد عدم بر2 
22-00-٠6‏ 26 - 10 ل 2برة + م2 س برورة 522 ل تبر ل 22 


.)00١( برهن نظرية‎ - ١١ 


دل 


- مقدمة فالطرقالعددية للجبرالخطى 


١‏ طريقة جاوس للحذف بالتركيز المحورى 


سنناقش ى هذا القسم بعض الجوانب العملية لحل أنظمة من : من المعادلات فى من الجاهيل . عمليا» 
غالبا ماتحل أنظمة المعادلات الخطية على الحاسبات الألكتر ونية العددية . حيث أن الحاسبات الألكثر ونية 
محدودة بعدد أماكن الكسور العشرية النى بمكن أن تحملها » فإنها تقرب أو تبتر معظم المقادير العددية 
على سبيل المثال » فالحاسب الألكتر وفى المصمم لتخزين كمانية أماكن للكسور العشرية قد يسجل 2/3 أما مثابة 
7 (مقرب ) أو 66666666. ( مبتور ) . فى كل حالة » ينتج خطأ سنسميه خطأ التقريب . 

الاعتبارات العملية الأساسية فى حل أنظمة المعادلات الحطية على الحاسبات الألكتّر وئية العددية هى : 
١‏ - التصغير إلى الحد الأدنى عدم الدقة الناتجة من خطأ التقريب الرقى . 
؟ - التصغير إلى الحد الأدنى الوقت ( و بالتالى التكلفة ) اللازم للمصول على الحل . 

باستثناء الحالات الى يكون فيها لمصفوفة المعاملات تركيب خاص ( على سبيل المثال » عدد ضخم من 
الأصفار ) » فعادة ماتكون طريقة جاوس لحذف هى الطريقة المثل حل النظام . نقدم فى هذا القسم تعديلا 
بطريقة جاوس ف الحد مصمم لتصغير تأثير خطأ التقريب الرقى إلى الحد الأدف . 

تنجز معظم حسابات الحاسب الألكثر ونى باستخدام أعداد النقط العامة العيارية. هذا يعبى الأعداد المعبر 
عنها بالسورة » 

8.1) *10 »*« الااع+ 
حيث | عدد صيح و 44 كسر يحقق 

1 > 84 > 1. 
الكسر 34 يسمى القيمة العشير ية العدد . 


(#) تبدل معظم الحاسسبات الالكترونية اعدادالكسور العشرية ( للاساس 10 ) الى أعداد كسور 
ثنائية ( للاساس 2 ) مع ذلك » للتبسيط ©» سوف نفكر بدلالة الكسور العشقرية .٠‏ 


للقن 


مثسال :)١(‏ 
نعبر عن الأعداد التالية ق صورة النقط العامة العيارية : 
07 «< 73. - 73 
0-3 >< 152.- - 000152.- 
“10 »ا 1579. - 1,579 
65 «< 25.- - 1/4- 
أعداد الأماكن المشرية فى القيمة المشرية للعدد والحجم المسمو مح به للأس / فى ( 8.1 ) تعتمد على الحاسب 
الألكثر وفى المستخدم . على سبيل المثال » فالحاسب 360 181/4 يخزن مايكافقء سبعة أرقام فى القيمة العشرية 
للمدد ويسمح للعدد “10 مدى من 10-75 إلى 1075. الحاسب الذى يستخدم 5 مكاناً عشرياً فى القيمة المشرية 
المدد يقال إنه يقرب الأعداد إلى 7 رقم معنوىي 5 


مثفال(١؟):‏ 
الأعداد التالية مقربة إلى ثلاثة أرقام معنوية : 


العدد صورة النقطة العامة العهارية القيمة المقربة 
7/3 10 »« 233 2133 
1/8 “10 ا 176. 1/0 

3ه 2.2.2.2 10-5 2 921 222221 
12- «<« 120 2- 
50ى 12 1< 138. 138 
5 )- 10-7 < 850.- 5)-_- 


( إذا حدث » كا ف الحالتين الأخير تين » و كان الجزء الذى محذف فى عملية التقريب هو بالضبط 
نصف الوحدة » فإننا سنختار اصطلاح التقريب ححيث يكون آخر رم معبق زوجياً . عملي » تختلف معاملة 
هذه الحالة من حاسب لآخخر ) . 


سنقدم الآن تعديلا لطريقة جاوس لحذف تسمى التركيز المحورى أو طريقة جاوس لهنذف باستخدام مور 
الحذف ؟ تصمم هذه الطريقة لتصغير التأثير المتراى المطأ التقريب الرقى فى حل * من المعادلات المطية فى 8 
من المجاهيل و ذلك تمد الأدنى . نفتّر ضص أن النظام له حل و حيد . ونحن نصف كل خطوة فإننا سنوضح الفكرة 
باستخدام المصفوفة الممتدة للنظام : 


1 ح ود - يكا2 + ص«3 
2 ح و2 + ولا6 د 631 
1 ع وبر + ينا2 - «3 


خطوة ( )١‏ : أوجد ف العمود أقصى اليسار عنصراً يكون له أكبر قيمة مطلقة . 
يسمى هذا العنصر عنصراً موري . 
1 


1 1 2 3 
2 6 60 
1 3-2 
عمود أقصى اليسار 
خطوة ( ٠: )١‏ أجر عملية تبديل صفوف » إذا لزم ذلك » لنقل العنصر المهورى إلى قيمة العمود 


6226222.2[ 


ارح مم 


م حوري 


1 ِ 
نااك 11 #«ضصة بق 
خطوة ( ") : إذا كان العنصر ا محورى هو 4 اضرب صف القمة ق 1/4 
2 0 1 1 
/ اكد 52 3 
1 1 2- 3 
خطوة ( 4 ) : أضف مضاعفات مناسبة لصف القمة إلى الصفوف الى تحته حيث أن جميع العناصر تحت 
قة العمود المحدد فى خطوة ( ١‏ ) تصبح أصفاراً . 


تم ضرب الصسصفاه 
الاول لليمصنوفة 
السابقة فى 1/6 


تم طرح ثلاثة أمثال 


١ 4 2‏ 1 المسف الاول فى 

وج دك :ك0 المصفوفة السابقة 

5 60 0-5 من الصفين الثانى 
والثالث 


خطوة ( ه) : غط صف القمة فى المضفوفة وابدأ مرة أخرى مخطوة ( ١‏ ) » مطبقاً ذلك على المصفوفة 
الجزئية المتبقية . استمر فى هذا الطريق حتى تكون المصفوفة بأكلها فى الصورة الصفية المميزة . 
10014 ا 
5- 2 لو 0 
5 9800© 0 


عمود غير صغرى أقصى اليسار 1 “عنصر خحصورى 


فى المصفوفة الجزئية 
لت “1 
5 0-5000 
5- 2 [- 0 
2 1 1 ا 
ات 12000 0 
0 الجزئبة فى 1/5 


1 
1 
0 2 -6 
1 
1 
0 


نحا بت حم اح لت 


6- 69 
ود أقصى اليسارق المصفوفة -2 سس 


عنصر مسورى 
الجسزليسة الجسسديدة 
2 1 1 1 
1- 0 1 0 
3 1 0 0 


وتكون المصفوفة بأكلها الآن فى الصورة الصفية المميزة . 
خطوة (5) : حل نظام المعادلاث المناظر بالتعويض الخلى , 
نظام المعادلات المناظر هو 
2ح و4 لا ين ل ريد 
0-1 د 2« 
3 ع وير 
لحل بالتعويض الخلق يمملى 
2 و« 1ح ةيخ 23 وير 
حيث أن الحسابات السابقة حسابات مضبوطة فهذا المثال لايوضح مدى تأثير الأركيز المحورى عل اختزال 
خطأ التقريب الرقى يوضح المثال التالى ذلك . 


مال (م): 
حل النظام التالى بواسطة طريقة جاوس تحذف المحورى . بعد كل خطوة حساب قرب النتيجة إلى ثلاثة 
أرقام معنوية 4 
6. ح وع0001. - ,0003 + ,00044. 
(8.2) 5 - ونور وا +4 
2 2ت ولدة. - 9.2 - ص*«3 


الحل : ( باستخدام الحذف المحورى ) : المصفوفة الممتدة هى 
6. 0001.- 0003. 00044. 
1.5 1 1 4 
582 كس 92 0 3 


لنقل العنصر المحورى إلى قة العمود الأول » نبدل الصفين الأول والثاى » وهذا يعطى 


15 1 
6. 0001.- 
5ت 
قسمة كل عنصر ق الصف الأول على 4 تعطى 
250020005 


- 0001 .-.6 
-5 -2 


طرح 00044 مثل الصف الأول من الثانى » ثلاثة أمثال الصف الأول من الثالث يعطى ( بعد التقريب 


إلى ثلاثة أرقام معنوية ) » 


75 25 
5. 00021 - 
2 125- 
تبديل الصفين الثانى و اثالث يعطى 
5 25 
2- 0 1.25- 
5.-. 00021 - 


قسمة كل عنصر فى الصف الثاني على 9.95 س تعطى 
075 5 
037 126 


1 
0 
0 -.000190 -.0002 295 


إض فة 000190. مثل الصف الثانى إلى الثالث يمملى 
375 25 


537ص 16 


1 


.00044 3 


-2 


25 


.00044 .3 


-232 


25 


-5 


25 


.25 
1 


25 
1 


277»-.». 0002314 0 
قسمة كل عنصر ف الصف الثالث على 000234 50 


25 3/5 
16 5.37 
1 -.5 


نظام المعادلات المناظر هو 


1 

0 
ديا 
- 


5.- 2ح وير 


لون 


1 
2.20 ا 


1 
0 5 
0 20 


3 
1 


5 - و25 + ج25«2. + ري 
و126. + يكد 


الحل بالتعويض الحلنى يمطى ( لثلاثة أرقام ممنوية ) 
(8.3©) 0س ح وعد 100 2 يعد 250. - يبر 


إذا حل النظام ( 8.2 ) بطريقة جاوس العادية ذف ( غير المحورية ) وقربت كل خطوة حساب إلى ثلاثة 
أرقام معنوية » نحصل على ( حذفت التفاصيل ) 


(8.4©) 2 2 وعد 1017 ديد 245 2 يبر 
مقارئة ( 8.3 ) و (8.4 ) مع الحل المضبو ط 

4- 2 وير [ ديد ددم 
توضح أن استخدام الحذف المحورى يؤدى إلى نعائج أكثر دقة , 


بالرغم من حقيقة أن التركيز لمحورى مكن أن يختزل التأثير المتراى لخطأ التقريب الرقمى » فتوجد 

أنظمة معيئة للمعادلات » تسمئ أنظية معتلة الشرط و الى تكون شديدة الحساسية لدرجة أن حْى الأخطاء 
الطفيفة فى المعاملات يمكن أن تنتج عدم دقة خطير فى الحل . على سبيل المثال » اعتبر النظام 

3- ديد له وعد 
850 5 ح ي*1.016 + نيد 
إذا افترضنا أن هذا النظام سيحل على حاسب يقرب إى ثلاثة أرقام معنوية » فالحاسب سيخزن هذا النظام 
مكذا 

3- 2 ولد 2*1 
8 5 - ي<1.02 + يد 
الحل المضبوط للمعاملات ( 8.5 ) هو 503  -‏ يندا » 500 > ود والحل المضبوط للمعادلات ( 8.6) 
هو 403- - ,بداء 400 ح يعد أى أن خطأ التقريب الرقى البسيط 004. فى أحد معاملات (8.5) 
يسبب خطأ جما فى الحل . 


لا بمكن عمل سوى القليل من الناحية المسابية لعجنب الأخطاء الضخمة فى حلول أنظمة المعادلات اللطية 
معتلة الشرط . رغم ذلك » فى مسائل الطبيعة » حيث تظهر أنظمة ممتلة الشرط يكون من الممكن أحيانا 
أن نعيد صياءة المسألة التى تظهر النظام لنتجنب اعتلال الشرط . بعض المراجع المشار إليها فى ناية هذا الباب 
تشرح كيف نتعر ف عل الأنظمة المعتلة الشر ط . 


تمارين م ١‏ 

. عبر عن التالى بصورة الئقط العامة العيارية‎ -(١ 
.000003879 (ب) 3,452 (ج)‎ 14/5 )1( 
-.0863 ),( 17.921 (د) 135.- (ه)‎ 


17 


؟ - قرب الأعداد فى تمرين ١‏ إكى ثلاثة أرقام معنوية , 
- قرب الأعداد فى تمرين ١‏ إلى رقمين معنويين . 


ف القارين + - ١‏ استخدم طريقة جاوس لحذف الحورى لهل النظام بالضبط 
تأكد من حلك باستخدام طريقة جاوس ذف غير الدورى لل النظام 


حك روح بز 6 > وا + يا اوور 

4 - 2 ب قد وام 2 ع ويرك + ريد - 28 
4- ح ويد - 28 + يدق 

5 > ويد س و3 + ث2 3- ع 2824 + ويد - و6 + رعر5 

23 و3 - ييه + ريه ب 20 يه + ويد + يور ع2 
1 - 2 وير + يبرة - 2 3 ي< - و22 لا ييا + »8 


4 عدي« - و«3 + 2820 + يريرك 


ف القرينين م - 4ه حل النظام بطريقة جاوس لدف المهورى . قرب جميع الحسابات إلى ثلاثة أرقام 


معنوية ., 
4 - صي33. + 211 2.- ت 2023. + يء«3ة1. - 110. 
4 بو جح رمد + 70  -4‏ 0 25. - يير45. + ي«36. +١‏ 1021. 
عن 0 - ون30. + و01 - 0ك 
٠‏ - حل 
1 ع ينا + 000110 
2 حت يعد + ونا 


بطريقى جاوس حذف اللهورى والحذف فير المهورى . قرب جميع الحسابات إلى ثلاثة أرقام معنوية 
قارن النتائج بالل المضبوط . 


6 - ؟ طريقة جاوس ‏ سيدل و جاكوبي 
طريقة جاوس لدذف عادة هى أفضل وسيلة لحل نظام من المعادلات المطية ولكن عندما يكون عدد 
المعادلات كبيرا » مائة مثلا أو أكثر » وعندما تكون بالمصفوفة أصفار كثيرة فقد تكون بعفى الطرق 
الأخرى أكثر فائدة ؛ سندرس فى هذا القسم طريقتين من هذه الطرق . 
اعتبر نظام من 7 معادلة خطية ى 7 مجهولا 
5 > يميه + ٠0١‏ + يكاويه + وريه 
087 و > توه + :+ نويه + كمه 


وذ د رتيرة + +٠٠١‏ وريه + وريه 


اولان 


سنفرض أن العناصر القطرية وي» » وو© »... » بيرك جميعها غير صفرية وأن للنظام حلا واحد . 
الطريقة الأولى الى سنناقشها تسمى بتكرار جاكوبي أو بطريقة الإزاحات فى آن واحد . لكى تبدأ » 
أعد كتابة النظام (8.7) يحل المعادلة الأولى بالنسبة إلى د بدلالة بقية امجاهيل» وحل لعادئة الثانية بالنسبة 
إلى ود بدلالة بقية امجاهيل » وحل المعادلة الثالثة بالنسبة إلى و بدلالة بقية المجاهيل وهم جرا . هذا يعملى 


1 
(كوىة ع 22 ل ولاو4 سد وناج 4 ر5) سن م ريد 
411 
1 
(وكامج4 - ٠00‏ > وعاويه - رعاريه - و5) 2 
)8.8 222 
1 
لسر ورك 00-2 ح وكاويه جح رمه ح رط) م ,23 
فثلا النظام 
17ح ويا دين + 20# 
)8.9) 3 ع وعد + ي<«10 - إل« 


8 -ح و10 + يعد + يكاب 
يحب أن يعاد كتابته على الصورة 


دوو + دواو - 15 2 ريد 
وعدطو + يعار + 414- ح يعر 


أى وهاو - رعاو + 44 - ور 
و05. + يد05. - 850. > ريد 
(8.10) و«!. + ,«1. + 1.3- ع ريد 
ي*ا. د ى<1. + 1.8[ ع وير 


إذا كان هناك تقريبا معروفا لخل النظام ( 8.7 ) » وعوضنا بهذه القيم المقربة ى الطرف الأيمن من 
(8.8) فشكون عادة قي ركع واد» ... ء بد الناتجة فى الطرف الأيسر تقريبا أفضل مل . هذه 
الملحوظة هى مفةاح طريقة جاكوبى . 


لحل النظام ( 8.7) بتكرار جاكوبى أوجد تقريبا أوليا نمل . عندما لا يوجد اختوير جيد استخدم 
مع رعو م0عديد م دوه , 1 


عوضص بهذا التقريب الأولى فى الطرف الأيمن من ( 8 .8 ) واستخدم قيم 61 » و » ... الناتجة فى 
الطر ف الأيسر كتقريب جديد تمل . 


“215 


فثلا لحل (8.9) بطريقة جاكوى ٠»‏ عليئا أن نعوض بالتقريب الأولى 0 > يبد ء 0 ح يد » 
0 ح ودف الطر ف الأيمن من ( 8.10 ) ثم نحسب التقريب الحديد 


8.11) 8- و« 2-130 بير 850 2ح بير 


لتحسين التقريب عليئا أن نكرر عملية التعريض . فثلا فى حل ( 8.9 ) علينا أن نعوض بالتقريب 
(8.11) ف الطرف الأيمن من ( 8.10 ) للصول على التقريب التالى 
5 - (05)1.8. + (1.3-)05. - 850. 

5- - (1)1.8. + (1).850. + 1.3- ع يير 

5 - (1.3-)1. - (1)850. + 1.8 - وير 


ببذه الطريقة مكنا تكوين متتابعة من التقريبات الى تقترب ٠‏ تحت شروط معينة » أكار فأكار 
إلى الحل المضبوط للنظام . ى شكل م - ١‏ لحصنا النتائج الى حصلنا عليها بحل النظام ( 8.9 )بتكرار 
جاكوب . قربت جميع الحسابات إلى خمسة أرقام معنوية ى نهاية التعويض السادس (يسمى بالتسكرار السادس) 
فإن الحل المضبوط 1 ح يد ء 1- جح ينيد ء 2 جح وير بيصبح معلوما بدقة إلى خمسة أرقام معدوية . 
التقر يب الفقريب التقريب التقريب التقريب التقريب التقريب 


| 


1 


ا 


السادس2 اللأمن 2 للرابع اثالث اليا 2 الأول الابعداق 
10 07 1201 1225 105 50 0 
0- 99999 05 - 0- (1.0353- 3- 0 
220 19 ا 2200 204 225 18 0 
(شكل م - )١‏ 


سنناقش الآن تعديلا طفيفاً لطريقة جاكوفى مزل عادة عدد الشكراراث المطلوبة للمصول على درجة 
دقة معطاة . تسمى هذه الطريقة بقكرار جاوس - سيدل أو بطريقة الإزاحات المتعالية . 


فى كل تكرار بطريقة جاكوبى نحصل على التقريب الحديد بالتعورض بالتقريب السابق ى الطرف 
الأممن من (8.8) ثم الحل #صول على قي جديدة للمجاهيل .»د » ود »... هذه القيم الحديدة لا تحسب فى آن 
واحد » نحصل على ,د أو لا من المعادلة الأولى » ثم نمحصل على دءد من المعادلة الثانية » ثم على وند وهل جرا . 
حيث أن قيٍ د الحديدة عادة تكون أقرب إلى الحل المضبوط » فإن هذا يقترح أننا نمحصل على دقة أكار 
باستعمال قيم + الحديدة بمجرد معرفتها . للتوضيح اعتبر النظام (8.9). ف الشكرار الأول لطريقة جاكوف » 
عوضنا بالتقريب الأول 0 > ,د . 0 > و » 0 > وب ق كل معادلة من الطرف الأيمن فى (8.10) 
لممصول عل التقريب الحديد 
(8.12) 8 دوه 13 حو 850 2 إن 


رضلا 


فى التكرار الأول فى طريقة جاوس - سيدل فإن التقريب الحديد يحب أن يحسب كا يل . عوض 
بالتقريب الأو 0 ح ,<* » 0 ح يد » 0 ح و فى الطرف الأيمن من لمادلة الأرلى فى (8.10) 
يعطى هذا القيمة التقديرية الحديدة 850. > يبر 
استخدم هذه القيمة الحديدة المجهول 5* مباشرة ف التعويض 
20 3-0 0. ح رد 


فى الطرف الأيمن من المعادلة الثانية فى (8.10) . يعطى هذا القيمة التقديرية الحديدة 1.215 - ع و« . 
استخدم هذه القيمة الحديدة للمجهول جا مباشرة فى ال:مريض 
0 ع ويد 5- 2ح ريد 0. ح ريد 
فى الطرف الأيمن من المعادلة الثالثة ى (8.10) يعطى هذا القيمة التقديرية الحديدة 2.0065 وك . وعليه 
فى نباية السكرار الأول بطريقة جاوس - سيدل فإن التقريب الحديد هو 
(8.13) 5 -ح- ود 1215- ح يد 850 2 ير 
ويجب أن تجرى المسابات الشكرار الثانى كا يلى . 
التعريض من ( 8.13 ) فى الطرف الأيمن من المعادلة الأولى من ( 8.10 ) والتقريب إلى خمسة أرقام 
ممنوية يععلى 
1 ح- (05)2.0065. + (1.215-)05. - 850. ع ير 
التعويض 
5 مح و« 1.215- 2 يد 1.0111 ع بير 
فى الطرف الأيممن من المعادلة الثانية من ( 8.10 ) والتقريب إلى خسة أرقام معنوية يعملى 
4- - (1)2.0065. + (1)1.0111. + 1.3- د يعر 
التعويض 
5 -ح- ود | 99824- 2 يد 1.0111 - يبر 
فى الطرف الأيمن من المعادلة الثالثة من ( 810 ) و التقريب إلى خسة أرقام معنوية يعطى 
09 - (99824. -)1. - (1)1.0111. + 1.8 د ود 
عليه فى نباية التتكرار الثانى بطريقة جاوس - سيدل يكون التقريب.الحديد هو 
09 -ح- ود 99824 ح يير 1 دح ىد« 


لضن 


فى شكل م - 7 لحصنا النتائج الى حصلنا عليها باستخدام أربعة تكرارات بطريقة جاوس سيدل 
لحل (8.9) وقد قربت جميع الأعداد إلى خمسة أرقام معنوية . 


بمقارنة الحدولين فى شكلى م - 1١‏ ء م - 0 نجد أن طريقة جاوس - سيدل تعطى الل للنظام 
(8.9) ( بدقة إلى خسة أرقام معنوية ) فى أربعة نكرارات بيما نحتاج إلى ستة نكر ارات ##صول على نفس 


الدقة ,طريقة جاكوفى . 
(رفكل م - )١‏ 
التقريب التقريب التقريب التقريب 0 
: قالية عاذ الأول الابتداق 
الر بع الثالثك الثاني 1 لأء 
100 005ص 121 0. 0 3 
0-- 02 - 4 -_- 5- 0 2 
220 220 2209 2265 0 و 


ويحب ألا نستخلص من هذا لمثال أن طريقة جاوس - سيدل دائما أفضل من طريقة جاكوي . بالرغم 
من أنه قد يبدو الأمر غريبا إلا أنه توجد فعلا أمثلة بحيث تسكون طريقة جاكوبٍ أفضل من طريقة جاوس - 
سيدل . 


طريقتا جاوس - سيدل وجاكون لا تصلحان دأما . فى بعض الحالات قد تفشل إسداهها أو كلاهما 
فى إعطاء تقريب جيد همل بغض النظر عن عدد النكرارات المنجزة . فى مثل هذه الحالات تسمى التقريبات 
تباعديه . إذا كان إنجاز عدد كبير كبرا كافيا من التكرارات » يبمكن الحصول عل الحل إلى أى درجة 
نر يدها من الدقة فتسمى التقر يبات تقار بية . 


خم هذ القسم بمناقشة شرط يضمن أن التقريبات النائجة من الطريقتين تقار بية , 


المصفوفة المر بعة 
61 612 011 
620 622 2421 ل 
مم2 2 61 


تسبى سائدة قطرياً بانتظام إذا كانت القيمة المطلقة لكل عنصر قطرى أكبر من مجموع القي المطلقة 
للعناصر الباقية ى نفس الصف ؟ 


رفون 


أعد»| + ٠٠١‏ + إويها| + إويه| < |ريه| 
أى أن إميه| + ٠٠١‏ + إويه| + |ريه| < إويه| 


الس 22 |2مه| + مها >2 أممه| 
عمال (؛) : 


3 هه 
1-6 40 
4- 12 5 


غير سائد قطريا » ححيث أنه فى الصف الثانى ] 1 | ليس بأكبر من | 6 -| + | 4] ؛ وفى الصف الثالث 
|4 -| ليس بأكبر من|1]12+|15. 
إذا بدلنا الصفين الثانى و الثالث » فإن المصفوفة الناتجة 
3 :722 
4ه 12 5 
1-6 40 
تسكون سائدة قطريا بانتظام إذ أن 
|3ا+ |2-| < |7| 
|4-| + إذ| < |12| 
ألا |4| < |6-| 
يمكن إثبات أنه إذا كانت المصفوفة #4سائدة قطريا بانتظام فإن تقريبات جاوس - سيدل وجاكوبى 
لحل ط ع 2م تكرن تقاربية . 


تمارين م ؟ 
فى القارين -١‏ + حل الأنظمة بتتكرار جاكوبى . ابدأ بالتقريب 0 ح يك ء 0 2 و#د. استخدم 
أربعة تكرارات وقرب المحسابات إلى ثلاثة أرقام معنوية . قارن نتائيجك بالحلول المضبوطة . 


0 7ح ولد + نو«2 5ص يخ 3 
1 ح يك<2 نير 4- ح ي«3 + 2«1 

3- - ي28 - ريرق 2 ديعل مم4 

* ” 10- ص 7 + يبر 4 > 14 د ومى2 + ررق 


فى القارين هم حل الأنظمة بعكرار جاوس - سيدل . ابدأ بالتقريب 0 > يبداء 0ح ي«. 
استخدم ثلاثة تكرارات وقرب المسابات إلى ثلاثة أرقام معنوية . قارن نتائجك بالحلول المضبوطة . 


يفون 


ه سد حل النظام فى تمرين ١‏ . 
5 - حل النظام فى تمرين 8 . 
٠‏ - حل النظام فى ثمرين م , 
م - حل النظام فى مرين 4 . 


فى القارين 4 - ٠١‏ حل النظام بنكرار جاكونب , ابدأ بالتقريب 0 - يبد » 0 > يعد » 0 ح وير 
استخدم ثلاثة تكرارات وقرب الحسابات إلى ثلاثة أرقام معنوية . قارن نتائجك بالحلول المضبوطة . 


3 و2 ديع + ,10 0 تس وعد ايا - ي«20 
4- 3ع يويد - 102 + يعد ٠‏ 11ح ونا سس ي<10 + 2-1 
9- د 10 + يد + 2 8- ع وع 20‏ يكياد + 0 


فى المريئين 1١١‏ - حل النظام يعكرار جاوس - سيدل . ابدأ بالتقريب 0 > ,كد » 0 > يد » 
0 وبد استخدم ثلاثة نكر ارات وقرب المسابات إلى ثلاثة أرقام معنوية. قارن نتائجك بالحلول المضبوطة , 
١‏ - حل النظام فى ممرين 8 , 
١٠‏ - حل النظام فى تمرين .31٠١‏ 
م١‏ - أى من المصفوفات التالية تكون سائدة قطريا بانتظام ؟ 


لأ ه [ك | 


0 2 1 2 
601 2 401 0 
(ج+)3|1 35 (د)|2 3 0 010 
0601 7 4001 ا 0 
١4‏ - اعتير النظام 
4 د ,32 + ربد 


0 عيذ سلدىد 
(1) اثبت أن التقريبات الى نحصل عليها بعكرارات جاكوي تباعدية . 
(ب) هل مصفوفة المعاملات 


سائدة قطريا بانتظام ؟ 


لفن 


هو - اثبت أنه إذا كان واحد أو أكثر من العناصر القطرية .© © و4 » ... ؛ يرير© فى ( 8.7) 
صفرا فن الممكن أن نبدل المعادلات ونعيد ترقيٍ اجاهيل بحيث تكون العناصر القطرية فى النظام 
الناتج جميعها غير صفرية . 


م © تقريب القيم الذاتية بطريقة القوى 


يممكن إيحاد القيم الذاتية لمصفوفة بحل معادلتها المميزة . ونكون هذه الطريقة فى المسائل العملية غير 
مجدية . وعلاوة على هذا فى كثير من المسائل الطبيعية يكون المطلوب هو القيمة الذاتية ذات أكبر قيمة 
مطلقة فقط . فى هذا القسم نناقش طريقة لتقريب هله القيمة الذاتية ومتجه ذاق مناظر لها . وسنناقش فى القمم 
التالى التقريب لبقية القيم الذاتية و المتجهات الذاتية . 


تعريف : تسمى ذيمة ذاتية لمصفوفة 4, بالقيمة الذاتية السائدة للمصفوفة 4, إذا كانت قيمتها المطلقة 
أكبر من القيمة المطلقة لكل من القيم الذائية الباقية . أى متجه ذاق مناظر للقيمة الذاتية السائدة يسمى بمتجه 
ذاق سائد المصفوفة 4 . 
شال )٠(‏ : 
إذا كان المصفوفة 4 من النوع 4 ا 4 القيم الذاتية 
1 :2 ده 3ديلم 4 1 

فإن 4- ح ,3 هى القيمة الذاتية السائدة إذ أن 

2ه-ا<4-| |3ا<4-| ه 2|<بهم| 
مثال )١(‏ : 
ليس لمصفوفة 4 من النوع 3 ا 3 وقيمها الذاتية 


2 وم 7 و 1277م 


اعتبر أن 4 مصفوفة من النوع # ا # قابلة التحويل إلى الصورة القطرية وها قيمة ذاتية سائدة سنثبت 
فى نباية هذا القسم أنه إذا كان ما متجها اختياريا غير صفرى فى 2 » فإن المتجه 
(8.14) لم 


نض 


1١‏ الجبر الخطى 


يكون عادة تقريبا جيدا لمتجه ذاق سائد للمصفوفة 4, عندما يكون الأس م كبيرا ويوضح المثال التالى 
هذه الفكرة . 
مثال (؟7) : 

؟! بيئا ى مثال ؟ بالباب السادس فإن المصفوفة 


[11]-ه 


ها القيمتان الذاتيتان 2 ح ولق » 1 ع وذ . 
الفضاء الذاق المناظر للقيمة الذاتية السائدة 2 ح .3 هو فضاء المل النظام 


0 -عم درجم 


-1 0 

؟]- ظ 2 1 
حل هذا النظام يععلى 24 - ح يعد ء» + ح وند لهذا فإن المتجهات الذاتية المناظرة لقيمة 2 > 3.4 هى 
المتجهات غير الصفرية الى على الصورة 


-20 
5 ١ : 1 )8.15( 


سنوضح الآن طريقة لاستخدام ( 8.14 ) فى تقدير متجه ذاقى سائد للمصفوفة #4 لكى نبدأ تأخذ اختياريا 


أى 


ح (وع«4م )4م - :2م 


ح 4ل ع كم 


[ 
١ 
)م سوقم‎ - ١ 
١ 


05 ]| بم ير 1251 ] _ 611 ]21 3 
1- 611-] [20-][0 1- 
2021١‏ 253 125 ]21 3 
ب ب - 5 حاءيوة 
]كم ا م ١‏ م1 - مكل 
3 
1- 


201 589 253 |21 
| ]فكة . ا 1 ا 


واضح من هذه الحسابات أن نواتج الضر ب تقتر ب أكثر فأكثر من مضاعفات قياسية المتجه 


2 
1- 
وهو المتجه الذاتى السائد المصقوفة 4 الذى نحصل عليه بوضم 1 - ح غ فى ( 8.15 ). حيث أن المضاعف 


القيامى لمتجه ذاتى سائد هو أيضاً متجه ذا سائد فإن المسابات السابقة تنتج تقريبات أفضل فأفضل لمتجه ذاق 
سائد المصفوفة 4 . 
سنوضح الآن كيف نقرب القيمة الذاتية السائدة مى عرفنا تقريبا لمتجه ذاق سائد . نكن .1 قيمة 
ذاتية للمصفوفة 4 و * متجها ذاتها مناظرا . إذا كان ١‏ , » يرمز إلى الضرب الداضل الأقليدى » فإن 
د ةر (عفيي _ <ل به 


نكفث ( افتي |4201 
وعليه إذا كان 8 تقريبا لمتجه ذاتى سائد فيمكن تقريب القيمة الذاتية السائدة 21 بواسطة 


! - وعم )ل دعكا 


ا ح 46ل - ,47 


وى 
81 ل 


(8.16) 
تسمى النسبة فى ( 8.16) مخارج قسمة رايل. * 


مفال (6) : 
حصلنا فى مثال /ا على 


() جون ويليام ستروت رايلى ( 1865 ١114‏ - فيزيائى بريطانى . منح رايلى جائزة نويل فى 
الفيزياء عام ١1.5‏ لدوره فى اكتضاف غاز الارجونعام ١846‏ . غطت ابحائه تقريبا جميع أفرع الفيزياء 
بما فى ذلك الصوت © نظرية الموجات © الضوء ؛الرؤيا الملونة»الاليكتروديناميكاء الاليكترومغناطيسية» 
تشتت الضوء © اللزوجة © التصوير ٠‏ 


ففض 


كتقريب للمتجه ذا سائد . وإذن 


زوه | -[ف ]له ]عه 


بالتعويض فى ( 8.16) تحصل على 


(2531-509 -) + (509(01021) _ «ك كني 


ب (253-)(253-) + (5091609) 7 اج 0 


4 


وهو تقريب جيد » نسبياً » للقيمة الذاتية السائدة 2 حت وبق . 

الطريقة الموضحة فى مثال (8(6)7) لتقريب المتجهات الذائية والقيم الذائية السائدة تسمى عادة بطريقة 
القوى أو بطريقة التسكرار . 

كا هو واضح من مثال (7) . فإن طريقة القوى تنثىء عادة متجهاث ذات مركبات كبيرة إلى درجة 
غير مناسبة لتلانى هذه المشكلة فإننا عادة « نعدل ء المتجه الذاق المقرب فى كل خطوة تحيث تقع مركباته بين 
1 + و 1س وبمكننا عمل هذا بضر ب المتجه الذاق المقرب فى مقلوب المركبة الى ا أكبر قيمة مطلقة , 

التوضيح » فى المطوة الأولى فى مثال 7 » كان التقريب للمتجه الذاق السائد هو 


89 


المركبة الى لها أكبر قيمة مطلقة هى 5 ذا فإن المتجه الذاق المعدل بتصغير مركباته هو 


1 ]|_[5 ]1 
2-] [1-]ة 
ستلخص الآن خطوات طريقة القوى مع التصغير . 
المطوة صفر . خذ متجهاً اختيارياً غير صفرى ىا . 
المطوة ١‏ - احسب 40 وصغر مركباته للعصول على التقريب الأول لمتجه ذاق سائد سمه ي* . 
المطوة ٠١‏ - احسب :4 وصغر مركباته لمحصول على التقريب الثافى جك . 
اللطوة م - احسب ياه وصغر مركباته لمصول” عل التقريب الثالث و . 
بالاستمرار عل هذا المنوال نحصل على متتابعة ,... ,جك ,و وما من التقريبات الأفضل فالآفضل 
لمتجه ذا سائد . 
شال (9) : 


استخدم . طريقة القوى مم التصغير لتقريب متجه ذاتى سائد والقيمة الذائية السائدة للمصفوفة 4 ى 
مال (97) . 


18 


الحل : نأخذ اختياريا 


1 


كتقريب ابتدالى . ضرب مخ بالمصفوفة 4 ثم تصغير مركينيه يعلى 


0 5 1 5 1 

لفا>اتاة* [نا+إنااة 1-5-م 
صرب ولا بالمصفوفة 4 ثم تصغير مركبتيه يعملى 

1 ]_1]261 _ 26 ]1 ][2 3 ]دور 

385.- ]| [1-]236 7 2* [1-] [2-][م اخ« 
من نسبة رايل يكون التقدير الأول للقيعة الذاتية السائدة هو 


للحا -) + اللا _ (عسك سكي ار 
 )1()1( + )-.2)-2(‏ <رع«ىيم ١25‏ 


ضرب وكا بالمصفوفة 4 ثم تصغير مركيتيه يععلى 


١‏ ]ص31ة] دس [225]ى[ 1 ]21 3 أدير 
ههه - |*[1-]2253 ”د 1-] [وهة- ]أو أ 


من نسبة رايل يكون التقدير الثانى للقيمة الذائية السائدة هو 


2622 


(1-)(385.-) + (10223) _ ديك ميك 


22 ب 
8 (385.-)(385.-) + (1()1) 42 


د 


ضرب ولا بالمصفوفة 4 ثم تصغير مركبتيه يععلى 
1 |2041| لظ دي ]| 1 2 3 إديير 
5 ]| | 1- )2104 * 1- ]| [إههه-][ه 1-| ة* 
التقدير الثالث للقيمة الذاتية السائدة هو 


(1-)(448. -) + 102.104) _ دوك روكاكى 


212 (448.-)زقلك )ل )0 ا لير يم ا 


4 
بالاستمرار على هذا المنوال ٠‏ ننشىء متتابعة تقريبات لمتجه ذا سائد والقيمة الذائية السائدة . 
القيم التى حسبت أعلاه ونتائج التقديرات التالية لها قد وضعت فى جدول فى شكل م امول 


لضن 


7 6 5 4 3 2 1 0 خطوة رقم ؟ 
بع« - 
لست ] لستا لس] لمعا لمت] أسذا [ث] [)] ترسف 
7.-] [4وه.-] [قهه.-] [5ته.-] [همهه-] [إنوة.-] [2.-] 1١‏ 5 
ذاق سائد 
صغرت مركبتاه 
| أ | لالة] ا 5 1 7 
55 ا- ا- ا 1 1- -ا لك : 
- 0014 202990 2060 2125 22783 26920 -- تقريب و2 


لا توجد قواعد محمكة وسريعة لتحديد عدد اللطوات الى تستخدم فى طريةة القوى ‏ وسنذكر طريقة 
واحدة ممكنة وشائعة الاستعمال . 


إذا كانت 7 ترمز لتقريب للكية © »ء فإن الخطأ النسبى فى التقريب يعرف بأنه 


(8.17) قحم 
واللطأ المنوى فى التقريب يعرف بأنه 
9-8 
100 
نه 
مشال )٠١(‏ : 
إذا كانت القيمة المضبوطة لقيمة ذاتية معينة هى 5 .9 وكانت 5.1 >- ] هى تقريب القيمة .ا 
فإن اللطأ النبى هو 
5-51 م 
- وعد القجة|- للج 
و اللطأ المثوى هو 


م2 - م1009 * (02.) 
فى طريقة القوى قد نرى أن نحدد مقدما الحطأ النسبى 5 الذى يمكننا التغانضى عنه فى القيمة الذاتية ثم نوقف 
عمليات الحساب مى أصبح الخطأ النسرى أقل من 8. فإذا كانت ()7 ترمز إلى التقريب القيمة الذاتية السائدة ولق 
فى اللطوة 2 فإن عمليات الحساب توقف متى تحقق الشرط . 


ف 


()2 - رهم 
1 > | اسم 
ولسوء الحظ ليس ممكنا أن ننفذ هذه الفكرة حيث إن القيمة الذائية المضبوطة 3,5 غير معلومة للتغلب 
على ذلك عادة تقدر 3.4 بالقيمة (1) ونوقف عمليات الحساب فى الخطوة ثم إذا كان 
(1 -20 - )2 
)20 


تسمى الكية الموجودة فى الطرف الأيسر من ( 8.18 ) بتقدير الحطأ النسى عند ضربها فى /1007 
تسمى بتقدير اللطأ المثوى . 


> 8 )5.18/ 


مشال )١١(‏ : 
فى مثال 4 ما هو عدد المطوات الى يحب أن تستخدم لشبان أن الحطأ المثوى فى القيمة الذانية ااسائدة 
يكون أقل من 296 ؟ 
الحسل : اعتبر أن (2)0 ترمز إلى تقريب القيمة الذاتية السائدة فى المطوة 7 من شكل م - م 
,2125 - (23)3 2 ,2278 - 202 2 ,2.692 - ()2 


وهل جرا . 
من ( 8.18 ) يكون تقدير الخطأ النسبى بعد خطوتين هو 


2 - 182.-| يم ند 2 ع 200 - 102 


2,8 12 
ويكون تقدير اللطأ المتوى بعد خطوتين هو 18.296 
تقدير الخطأ النسرى بعد ثلاث خطوات هو 


2 - (072.- سيم ل 58 تقل 2 - (203 


23) 225 


وتقدير اللطأ المنوى هو 7.20 وقد وضعت بقية الأخطاء المثوية ى جدول فى شكل م - ع . من هذا 
المدول نرى أن تقدير اللطأ المنوى أقل من 29 فى نهاية الخطوة القامسة ٠.‏ 


إخرضل 


6 5 4 3 2 4 > رقم الملوة 


2014 2029 2060 2125 228 8 
03 072 12 الها الى امقدر 
. . 02 07 : 3 
007 015 : بعد م خطوة 
5 1 5 5 8 المملأ المثوى المقدر 
7 م15 322 722 010376 بعد غم ضطوة 
(فكل م - ؛) 


مادة اختيوارية : 


نحم هذا القسم بإثبات أن طريقة القوى تصلح عندما تكون المصفوفة 4 قابلة للتحول إلى الصورة 
القطرية ولا قيمة ذائية سائدة . 
افرض أن 4 مصفوفة من النوع # ا # قابلة التحويل إلى الصورة القطرية من نظرية ٠‏ بقسم 5 - ١‏ 
يكون المصفوفة 4 عدد # من المتجهات الذاتية المستقلة خطيا :ديلا » ... 6 يرلا. أفرض أن يل » 
و3 ؛ ... » يرب3 هى القيم الذائية المناظرة وافرض أن 
(8.19) إية| < ٠٠١‏ < ايغ| < إيها 
من نظرية و (أ) بقسم غ اه تكون المتجهات الذاتية ,ل » و« ؛... 6ل أساساً لفضاء 
وإذن أى متجه اختيارى مك فى ”87 بمكن التعبير عنه بالصورة 
(8.20) اا + ل ولاو + كر ح وكا 
نر ب الطرفين من اليسار بالمصفوفة 4 يعملى 
(رااي لل 0 ل يلاوم ل ولار4)6 ع ورك 
لمارا + ٠.١‏ + (وعم)يط + (ركقمارك د 
رامن + تلط يلايلو + بلايقرا - 
الضر ب بالمصفوفة 4 مرة أخرى يعملى 
لجلا ل ندل وايلوط + ترق )4 ع وعث4 
(رت4 )قا + 00ل (امارفيغ + (ركشمارة) - 
راقلا + +٠0‏ وائرط + رارم ع 


لفن 


بالاستمرار نحصل بعد الضرب بالمصفوفة 4 عدد م ,من المرات » على 
(8.21) راقليا + +٠0‏ يقنيم + عقف د عم 


حيث إن 0 76 .3 (انظر ( 8.19) ) فإن ( 8.21 ) بمكن إعادة كتابتها على الصورة 


ايه 7و2 
(8.22) إككام + جود [عو| وا ج | مية د ممه 
33 1 


من ( 8.19 ) ينتج أن 


جميعها أقل من الواحد ف القيمة المطلقة . إذن ‏ ”(,4,/4) , 
بزيادة م ء ومن (8.22) يصبح التقريب 
(8.23) 


. . . ,”(42/41) تقترب باستمرار من الصفر 


”رط بج وعامل 
أفضل تأفضل ١‏ 
إذا كانت* 0 76 و فإن 27471 يكون مضاعفا قياسيا غير صفرى المتجه الذاتى السائد ,7 وعليه 
فإن 2/171 هو أيضاً متجه ذا سائد . إذن من (8.23) يصبح م476 تقديرا أفضل فأفضل لمتجه ذا 
سائد كلما زادت م . : 
تمارين م ١‏ 


. ) س أوجد القيمة الذائية السائدة ( إن وجدت‎ ١ 


(ه) عادة لا بمكن المرء معاينة م< الى اختيرت أن يؤكد ما إذا كانت 0 ع7 ,/م . إذا حدث 
بالصدفة أن كانت 0 ح و فإن طريقة القوى تظل صالحة فى المسائل العملية حيث إن خطأ الحاسب العددى 
بتقريب الأرقام يبى حيث يجعل ,/ صغيرة وليست صفر! . وهذه حالة تساعد فيبا الأخطاء على الحصول 
على نتائج صميحة . 


رذرضن 


؟ - اعتير المصفوفة 
4 3 
1 4 
() استخدم طريقة القوى مع التصغير لتقريب متجه ذاق سائد للمصفوفة . ابدأ بالمتجه 


--][ 


قرب جميع الحسابات إلى ثلاثة أرقام معنوية وتوقف بعد ثلاثة تكرارات ( أى ثلاث عمليات ضرب 
با مصفوفة 4 ) . 

(ب) استخدم ننيجة الجزه (أ) وخارح قسمة رايل » لتقريب القيمة الذاتية ااسائدة المصغوفة #4 

(ج)أر جد القيم المضبوطة للمتجه الذاق السائد و القيمة الذاتية السائدة . 

( د) أوجد الغطأ المئوى فى تقريب القيمة الذاتية السائدة . 


فى القريئين م - 4 أوجد المطلوب فى "مرين ( )1١‏ 
4 5 2 3- 
8 ]| -4 “-[م 4-3 
- اعتبر المصفوفة 
177 18 
]عه 
(1) استخدم طريقة القوى مم التصغير لتقريب القيمة الذاتية السائدة ومتجه ذاق سائد المصفوفة 4 


ابدأ بالمتجه 
-- 


قرب جميع الحسابات إلى ثلاثة أرقام معنوية وتوقف عندما يقل الاطأ المثوى ف القيمة الذائية السائدة 
عن 270 . 
(ب) أوجد القيم المضبوطة للقيمة الذاتية السائدة و للمعجه الذاق السائد . 


؟ - كرر المطلوب فى تمرين ( ه ) مع المصفوفة 
]+ 


لأنخرة 


ها - اعتير المصفوفة 


21 060 
4-1 2 0 
0 0 0 


(1) استخدم طريقة القوى مع التصغير لتقريب متجه ذاتى سائد المصفوفة 4 أبدأ بالمتجه 


5 


قرب جميع الحسابات إلى ثلاثة أرقام معنوية وتوقف بعد ثلاثة تكرارات . 
(ب) استخدم ننيجة الجزء () وخارج قسمة رايل لتقريب القيمة الذاتية السائدة المصفوفة #4 : 
( ج) أوجد القيم المضبوطة للقيمة الذاتية السائدة والمتجه الذاق السائد , 
( د) أوجد الحطأ المئوى فى تقريب القيمة الذائية السائدة . 
م »6 تقريب القيم الذاتية غير السائدة بطريقة تحلل المصفوفة 
سنذكر فى هذا القسم باختصار.طريقة لممصول على المتجهات الذاتية و القيِ الذاتية غير السائدة لمصفوفة 
متاثلة . 
سنحتاج إلى النظرية التالية الى نذكرها بدون إثبات* . 
ا نظرية ١‏ : اعتبر 4 مصفوفة متائلة من النوع « ا وها القيم الذاتية ,3 ٠»‏ يق ء ... © ورة3. 
3< إذا كان :”7 متجهاً ذاتياً مناظراً للقيمة ريد وكان 1 > || ,|| فإن : 
(أ) المصفوفة اراي - 4 > 8 لا القيي الذاتية 0 © ج23 ...© برق 
(ب) إذا كان ؟ متجهاً ذاتياً المصفوفة 8 مناظر؟ لإحدى القيم الذاتية جية ٠‏ ... عبرة فيكون " أيضاً 
متجهاً ذائياً للمصفوفة 4, مناظراً لهذه القيمة الذائية . 
( نحن نفترص فى نظرية )١(‏ أن و7 معبراً عنه ككصفوفة من النوع 1 ا # وعليه فإن 7,1 مصفوفة 
من النوع ” <١‏ 7 ) 
شال (؟1): 
أثبنا فى مثال ( ه ) بقسم + - ١‏ أن 


0 2 3 
]هم 
5 0 0 


3 القراء الذين يهتمون بإثبات هذه النظرية عليهم الرجوع إلى المراجع المعطاة فى مهاية هذا القسم . 


دم 
بيد 
هه 


ارقن 


ها القيم الذائية 1 - وم ,5 - و ,5 > ول وأن 


1 


هو متجه ذا مناظر للقيمة 5 > ,يذ بوضع ؟* فى الصورة العيارية تحصل عل 


وهو متجه ذا » معياره 1 يناظر 5 > 326 . 


من نظرية ( ١‏ ) يحب أن يكون المصغرفة 


0 ل ا4-م 


ا 06 +4-م +4 


أعل ع (8 - [م)ععل0 
2-5 0 0 


ومن ثم فإن القيم الذائية المصفوفة 2 هى 1 - 5,1 - 1 ,0 - 1 كا تنبثنا نظرية ( ١‏ ) 
فضاء 8 الذاتى المناظر للقيمة الذائية 5 ح ,3 هو فضاء الحل للنظام 


0 عه رق 


نان 


لمم 
١‏ 
هادم مريم حم 


سام قزثماى 


2-1 


حل هذا النظام يعطى + ح وكا ,0 ح وي ,0 - ,د إذ المتجهات الذاتية للمصفوفة 8 المناظرة للقيمة 
الذائية 5 ت ره هى المتجهات غير الصفغرية الى على الصورة . 


3 


كا ينيئنا الجزء (ب) من نظرية ( ١‏ ) هذه هى أيضاً المتجهات الذائية للمصفوفة 4 المناظرة للقيمة الذاتية 


لاك 
ا 


بالمثل متجهات 8 الذاتية الى تناظر 1 > ره هى أيضاً متجهات ذاتية المصغوفة 4: تناظر 1 تح .3( 


أى أن 


تجمل نظرية ( ١‏ ) » إلى درجة محدودة » من الممكن تحديد القيم الذائية والمتجهات الذاتية غير السائدة 
لمصفوفة متاثلة من النوع « 6< 2. لتوضيح ذلك » افرض أن المتجهات الذائية المصغوفة 4, يمكن ترتيبها 
تبعاً لقدر القيم المطلقة كنا يل 
(8.24) امة| < ٠:٠١‏ < إوه| < إية| < إنخة| 

افتر ض أن متجه ذا سائد والقيمة الذاتية السائدة للمصفوفة 4, قد حصلنا عليهما بطريقة القوى. بجعل 
المتجه الذاق السائد له المعيار ١‏ نحصل على متجه ذاق سائد .” له المعيار 1 . من نظرية ١‏ تكون القيم الذاتية 
المصفوفة 9م - 4ر -ح هر هى 0 » 222 ء 3.2 ...2 بررة. من ( 8.24 ) ستر تب هذه القيم الذاتية 
تبعاً لقيمها المطلقة كا يل : 


0 < إية| < :٠:١‏ < إية| < |جذة| 


فض 


وعليه فإن .3 هىالقيمة السائدة للمصغوفة 8. بتطبيق طريقة القوى الآن عل 8 يمكننا تقريب القيمة الذائية وا 
ومتجه ذاق مناظر . تسمى هذه الطريقة لتقريب القيمة الذاتية الى لا القيمة المطلقة الثابتة فى الكبر بطريقة 
التحلل . 

للأسف توجد قيود عملية لطريقة التحلل حيث أن 3.4 » ."ا قد قربا فقط بطريقة القوى فينشأ خط 
فى المصفوفة 8 عند استخدام طريقة التحلل . إذا طبقت طريقة التحلل مرة أخرى فإن المصفوفة التالية يكون 
بها خطأ إضاق ناتج عن تقريب 3,4 » ج”. كلما اسعمرت العملية فإن هذه الأخطاء المركبة تحطم دقة النتائج . 
وعملياً يحب على المرء بوجه عام أن يتجنب إيجاد أكثر من قيمتين أو ثلاث قي ذاتية بطريقة التحلل . 


عندما تكون النسبة| .3.2/3 | قريبة من الواحد فإن طريقة القوى يكون طا معدل تقارب بعلىء ‏ أى أننا 
نحتاج إلى خطوات كثيرة لممصول على درجة معقولة من الدقة . القراء المهتمون بدراسة طرق « زيادة سرعة » 
معدل التقارب هذا » وبتعل المزيد عن الطرق العددية تير الخطى يمكلهم الرجوع إلى المراجع التالية : 
لكا مطمل ر,رعااع؟! .8 .11 لصة ومععهدة1 .ظآ ,كدفلمطاء اق لمءة«عدسبال إه كأوبرام دل 
.6 ,عرولا بجع[ رقطه5 لمة 
.1969 رعه] راله1] عمتامعوط بعاطه1! .8 ,ه«طعوال «معدشا معنامملم 
59 رق 2097آ1 بوناعع200"! .71 .لا ره«طءو[أل «معماط كز كلمطاء الآ أمد«متنمنامدهم) 


تظهر مراجع أخرى فى مراجع هذين الكتابين 
تمارين 4 - 6 
١‏ - اعتير المصفوفة 
أ 5 
(أ) استخدم طريقة القوى مع التصغير لتقريب متجه ذاق سائد . ابدأ بالمتجه 


--1[ 


قرب جميع الحسابات إلى ثلاثة أرقام معنوية وتوقف بعد ثلاثة تكرارات ( اى بعد ثلاث مرات رب 


بالمصفوفة 4 ) . 
(ب) استخدم تتيجة الجزه ( أ ) وخارج قسمة رايل لتقريب القيمة الذاتية السائدة للمصفوفة 4.. 


( ج) استخدم طريقة التحلل لتقريب القيمة الذائية الباقية ومتجه ذاق مناظر » أى طبق طريقة القوى 
على المصفوفة 


نارون 


ار لم دق 


حيث ,37 3 ,1 هما التقريبان اللذان حصلت علهما فى الجزءين ( أ) » (ب) ابدأ بالمتجه 


--][ 


قرب جميع الحسابات إلى ثلاثة أرقام معنوية وتوقف بعد ثلاثة تكرارات : 
( د) أوجد القيم المضبوطة للقي الذاتية و المتجهات الذائية . 


؟ - أوجد المطلوب فى مرين ١‏ بالنسبة إلى المصفوفة 


1 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دمع طقعطا_ممددهدات /رداتمدضعل رعمهع بأاءمه/ عمط 


لفن 


أجوبة التمارين 


) 0 صفحة‎ ( ١ ١ تمارين‎ 


-١‏ با ءدءو 


- )0 > بر اج د 
١ب‏ 4ح درو ع ررره + ]3 + و2- ددر 


د 


د 


(<) 2 ح يلكا - ركام - يعار - ع1 + وو دم د بعر 
(د) د مو درم د عرو د وريه + 1 مو و1 دن 


0 1-2 1 1 
م+- ()|- 4 3 ت 1 1 
2-1 0 
001 0 1 0 ا 1 
واه 81 21 يه 186 
3 1 2 0 0 
2 ولا - 1« - 
4ه (30)53 د يمر يع +»2 (ب) 0 ديد 
4 > و2 + وعد - 1 ح يع« ربد 
[ - 
)ب 5 د يعة + ودة + ج22 + رود 5-00 
١‏ ع س2 + و3 + ي,4 + رعرة 8 لخن 
دو 


ه-  -6‏ عدد لانهات من الحلول 
6 ع7 # لاتوجد حلول 


)١( - ١‏ لاتوجد المستقيات نقطة تقاطع مشتركة 
(ب) تتقاطم المستقبات فى نقطة واحدة بالضيط . 
( ج) تنطبق المستقبات الثلاثة 


5 


<2 


-1 


8 


تمارين ١‏ - ؟ ( صفحة 15 ) 


-١‏ دعيو ! دابا ءوس عو 
3 )ع( 2 > وبر ,3 عد وير ,4 ع ,ير 
)ب 4 عدي« -2 ح وير,؛ + 4 > ين ,30 -2 2 رعر 


( ج): د وده -2 د يدى3 - 1 2 وير د ير 5 - وو د - 


> ونا 
( د) غير متوافقة 
4 -(آ) 22ج ك وز 4 2ك ب 
١ب(‏ دوذ -2 2ح ويد + 4 ح ي 36 -2 2 رين 
(ج) 220 ودئة -2 د يدنة3 - 1 د ريدو د ,5 - وو - [أ- د ير 
( د) غير متوافقة 
0 - (1) 3 > ويد,! > بي ,2 ع بير 
ب ع ون ,4- د يع 4- د رير 
(ج) د ود ىن3- ديد > و25 د ,ا د رير 
٠‏ - (أ) غير متوافقة (ب) 7 دود د يري4- د رد (ج)؛ د ردمة +3 در 


- (أ) : - ردق ح يد ,0 - ,د (ب) غير متوافقة 


١د-(أ)‏ 40 + م د يدرؤل - وق ع رم 


(ب) 40 + قوع م- د ودرا دم د يدن! - ماد رد 


- 4ح هعدد لانماق » 4- > » لايوجد » 4 + كج 4 واحد بالضبط . 


1" غما الحلان الممكنان 
1 0 


6م 8-0-0 


0- 


تمارين ١‏ - ؟ ( صفحة ١؟‏ ) 


١‏ عأ ووه 


0 0 > ونا ,0 > ينا ,0 ع ريا 
«*ا س4 حت يعر جح وعد ,ا ل و د ركد رود ح ارد 
4م 0 > بي« ,0 > وعدا ,0 ع و ,0 ع رد 


5 


تمارين ١‏ - 6 ( صفحة ١8‏ ) 
١‏ - (أ)غير ممرف 
( د) غير معرف 


(ب) 42 
(ه)5ا5 


"اال 1 4ر4 دع3,2- - 6ر5 ع ه 


0-7 


3- 12 
2 )0( 5 4 
400 
19 8 و 
(د)01م ‏ © 6 
25 9 32 


ه - (أ) غير ممرف 


9 5ه 3 
1 اق- | 
013 700017 


(ه) غير معرف 


أي 


67 41 41[)15( - 


4 
لف 21 
67 


]24 56 97[)( 
182 > ٠ 


يدانا 


5 6 و 1- 4 5- 
ت6 : 1 أ | -١‏ 0 ا 
دو 9 11 ط- 


3 15 48 
(ء)|ه 2 © 
7 380010 


(ب) [57 67 63] 


6 
(د) إم 
63 


تمارين ١‏ ل ه ( صفحة 8؟ ) 


]لت ]ده ]دم 


يونت سبي 
لا 
0 
< 
بححم 
١‏ 
تنا عبنم 
١‏ 
55 
1 
2 


سم 
57-0 


ابا 
70 
5 
2 فد 
البحسصييا 
اح 
سَُ 
1 
سود 
١‏ 
سابك 
ب 
اسم 
لحجبتكتا 
5- 
5 
١‏ 
نم 
5- 
صر+ 
5 
ا 
5-7 
تح 
ضحد 
السيييا 
١‏ 
2 


| 


ات #0مرو- وم 
0ي 0 رزو 


و *8 +84 +هم + تم د ثم +دم) ن) 


تمارين ١‏ "5 ( صفحة /7[؟ ) 

ود أءبءدءز 

؟ - (1) أضف ناقص خسة أمثال الصف الأول إلى الثافى : 
(ب) أبدل الصفين الأول والثالث . 
( ج) إضرب الصف الثانى فى 1/8 


يكن 


5-5 


- لا , لأن © لابمكن الحصول عليه بإجراء عملية صفوف واحدة على 8 . 
 ]5 7| )( ] 1 200-‏ (ج)ض قابلة لانمكاس 


33 
ك4 
1 


جع ادق 
١‏ 
بجع مسر دييت 
للبما 
حمر 

0 

امد 

1 


[ (ب) غير قابلة للانسكاس 


1 
2 


( ج) غير قابلة للانمكاس 


0 6زة- 56م 
-[0 658 6م | 4-1 
1 0 0 


8 3 3 0[|1 0 011 0 2.1 
١١‏ >-|ج 7 1 0][|0 1 00 1 1-2-م4م 
60 0 0 110 1 110 0 0 
1 1 
0 "0:2 3 7 0 0 0 
1 1 
) 0 - 0 0 - 0 0 
١‏ - (آ) 1 (م) | 6 
1 ا 1 
الام 0 
0 7 0 0 60 060 3 
ٍ 0 0 0 0 0 0 طِ 
4 ل 1 
1 
0 0 0 1 
1 
او 0 
رح 
0 1 01 1 
04 1 ئ 
ال ل 1 
8 1 , كر 


تمارين ١‏ + ( صفحة 00 © 


عه 7- ح بي ,41 ع ريد 
5 3 > يبد ,قو ع وير 
م 1 - 2 ون ,4 ع يع ,7- د يعر 
0 6 ت ود,11- ع وا ,1 ع وعد 
وأا 1- ح 2ر5 ح بر ,1 ع عير 


5- 7- ح خ ,10 ح بر ,6- بد 12 ع بر 
- (1) ليه ع وعد ,قا ع ونا ركه > رع (ب) لذ د ودر د رد ,قد ح يعر 
رج 4- ع وعد ,0 ح يعد,3 - ,« (د) 4 د وود- د ودرأ جرد 

- (أ) ,م2- ح وفبيقة3 ع ية (ب) و5 - يف25 > يطبيط - يط ع رق 
1 46 

_ 5 
-(2-10101 (00 ]دعا 

3 0 


-«* 


- 


م 


0 
اانا 


تمارين ١  "‏ ( صفحة ؟1 ) 

-١‏ (ا) 5 (ب) 7 (ج) 19 (ه) 0 (ه)44 (د)5 
٠١‏ - (أ)فردية (ب) فردية (ج)زوجية (د)زوجية (ه)زوجية ‏ (و)فردية 
م - 5 +- 0 هو- 59 الس ود د هه-ثم ا- 0 
م - 425 ه- 104 92-21-٠١‏ + 8/2[ ++ تم -4خم- 
ورح(أ)1-3,4-2 (ب) 2-2-6 4- 275 

325 (1) 120 (ب) 120- 


تمارين ؟" ‏ ؟ ( صفحة /ا5 ) 
١‏ -(أ)6 (س) 16- (ج)0 (د) 0 


؟ - 21 «ا 5- 4+- 36- 33-6 
-١ -128-5‏ 72- ه- 4 و- 0 
٠ر-‏ (أ) 5 (ب) 10 (ج+)5 (د) 10 


تمارين "١‏ ؟ ( صفحة ه/ا ) 


0 8- 6 7 
-()|" 3 :| سملم + :| رج)[ه 
5 67 م1 ؟ ]مان 


021 201 
(د) أعيه ديه 
623 613 


- (أ) قابلة للانعكاس (ب) غير قابلة للانمكاس 
( ج) غير قابلة للانمكاس ( د ) غير قابلة للانمكاس 
ه -(أ) 135 (ب) 4 (+) له (د) 5س 


1 - إذا كانت 0 > + فإن الصفين الأول و الثالث متناسبان . 
إذا كانت 2 ح + فإن الصفين الأول و الثانى متناسبان . 


- (7)1/ -1)5 - 7,4ال + 16 - 4 (ب) 1 - 


- 


تمارين " - 6 ( صفحة 86 ) 


وول فل د موك ,13 د يولة ,21 د بوكة رقل- د ولط 1ل د ورلة ,29 - برلا 
9 ع وواق ,5 - ع يوواط ,27 - روللاا 


)ب 3 ع ري ,21- ع رين ,19س ع ور" ,11 ع وى ,29 ع ررم 
نَ 9 > ويى© ,5 > ون ,27 > روا ,19 ع ور 


احن 


؟ -(أ) 36 د36 دري (ب) 24 د بيه ,24 ع ورلز 
(+)48- د ريه ,قه4- د رريئة (د) 108 ح ريت ,108- - ريقة 


+ 152 
27 21 29 7 21 29 
4 -(أ)|5 13 11 (ب) |5 13 11 ألرنم) 
19 19 19س 19 19 19- 
هوك 48 (66-52- بدك 0 م- 5و +104 2ق اثر 4- 120- 
٠ت‏ 0 
اج 0 3 4 
0 0 1- 2 
1 1ه 
1 و 1 م جا >4 
7- 1 0 6 
لد 2 > ,1 ع عير 
3 عاو > م رك ع بير د بر 
11 3ع درق د ررك د 
وس كوس د وبر ,41 د رع ,4[- د ريد 
6 - 8 2 يد ,1 - بس رارق د ,3 ع رير 
١‏ - قاعدة كر امر لاتصلح للتطبيق , 
6- 2ع ع 
تمارين ؟  (١‏ صفحة لاة ) 
م -(ا) (1,3-) د رقم (ب) 7,2-) ديقم 
((ج)11- ,12- ,2) ع يقرم (د) 8,3,4-) - رقرط 
غ4 س 0 6 حيث | (9,5,1)- © هو أسدالحلولاللممكنة. 
ه -0 256 حيث (8- ,4 ,0) سم هو أحد الحلول الممكنة . 
5 -<(آ) ه204-) <- (ب) 154-,3) 
(ج) «5,2-,1-) (د) 12- ,69 ,39-) 
(7,5()8-,30-) (و) 100-,0) 


ل -1ق1-) دع 
84> 3د يم ,2- د ره را 2 نه 


يذان 


موس 24 وم )- درم )- ع 0 (حيث » اختياري ) 
در-() وي (ب) 41- ,ق) 
ور (اأ) ود رودنم (ب) 3 حبرا دعر 


تمارين *؟ ؟ ( صفحة 1٠١١‏ ) 


١‏ -(اآ) 5 (ب) 5 (ج) 3 (د) قله (ه) 25آليه (0,)و9 
؟ - (أ)51/ه (ب) 21/36 (+)209 د (د) 93له 
+ - (5)1/ 2 (ب) تل7 + 3آ/. (ج) 15 ده (د) 21/37 
(«) (6ل/2- ,6ل/ ١‏ ,ةل/) (و) 1 
1 دده 
- (3/ل/1 ,1/3 ةل//1) 


م - كرة قطرها 1 ومر كزها عند ( 20 ,ولا ون ) . 

تمارين ؟ ‏ ؟ ( صفحة /ا١٠‏ )2 

-20 -(أ)10- (ب) 3- (ج) 0 (د)‎ ١ 
20 3 1 

-(اآ) 2 (ج) و7 (ج) 0 (د) وريوا 


م« - (أ) منفرجة (ب) حادة (ج)منفرجة (3) متعامدان 


325 )هر يقل (ب) )00‏ (ج) هل 884,0 ) (د) 065,15.19 
6 )ك0 (ب)0) (س) طشأطاطط-) (د)648- 858-) 


م- )4 6 )36 (ج) 24/5 (د) 4/5د 
١ك-‏ لات ,وومةه م - ,وده ,0 - ,8 و 
10 10 
2 
مود 12 ومن 8 
١‏ 7 
14 ف - رومه . - م وم 
2 + 2م ب تقول 2 ب خم ل مول 


تمارين ؟ - 6 ( صفحة ١١1‏ ) 


)-38, -52, -260 -(أ) (-,23-) (ب) (و-,67-,20-) ( ج)‎ ١ 
)-12-22,-8 (د) 392- ,56- ,0) (ه) (16- ,24,0) (و)‎ 


؟ -(60)5-,12,30) (ب) 2,0,2-) 
م -(374)1/لي1 (ب) 97/13 
با - 460 +4 1-16 عر حيث ‏ اختيارى 
واه 227 
٠‏ - (أ)(1,0,0) - ولهة 0,1,0 ده 

ب (1,0,0-) 

ب (1- ,0,0) 


تمارين ؟ ‏ ه ( صفحة ١16‏ ) 


١‏ -(أ) 0-(- 22 +6 بره +2 -ع) 
(ب) 0 - 2 - ع)6 + (1 + بر7 + (1 + ع)- 


20 
مج 0 - ج42 +درة +ع2 
؟ - (22-28-0)5 جره بعر (ب)2-6-0) برو بعد 
١‏ 2-0 (د) 0 > 2ه + برة + 2 


م - (أ) (5,0,0) نقطة فى المسستوى و (3,7-,2)-م متجه عمودى إذا 
0 72 +بر3 -(5 »)2 هى صورة النقطة والعمودى2 تعطى أية نقط أخرى وأعمدة 
أخرى إجابات صميحة . 


(ب)4 32-0 +« أسدالخلول الممكنة 


؛ -<(أ) 1-0-هب بره (ب) 16-0 ع برو ب 
م -(اآ) :5 + 22-6 +4 درن +2 دعر 

(ب) ,4-3 دمن -2 دبريى5 +3 دير 

6 + + 5 - 1,2 ح برا دير 

رد 4 > 2ص ع بز دير 


“ا -(5) 30 +2 ع سرى +7 يعرءه,9- 5د مية3 داك دان مودعم 
)9 - 4 - ع إجابات مكنة 


كان 


(ب) - 1 دعي - 1- د بر - 1س ع عر وو وس كح م لح رود دعر 
إجابات مكنة 


+ -() د ديىة عه بررواة اليه دعر 
١ب‏ 0ع 2 د برنة دعر 


- (أ)0 2 22-5 + بر,) - 17ر2 عر (ب) 0 ع 2 - 2 ,0 > بر5 - +3 
٠‏ مستوى لإ : 0 7 2 ء مستوى #2 : 0 حت از » مستوى 2 : 0 ح ب 

ال (8ة كيه ,ههه _) 

0-9 302 -ج + بر2 ديرق 

واد (1.1-,17-) 

5 - 0 - 9 + ج42 بره عير 

) ١١1 صفحة‎ ( ١ 6 تمارين‎ 


)-1,2,7,-10( ) (ب) (20 ,49 ,34 ,53) ( ج‎ )-3, -4, -8,4( )(- ١ 
)2, 6, 15, -14( ) د ) (30 ,150 - ,84- ,99-) ( ه) (69- ,21- ,28- ,63-) ( و‎ ( 


+ - ه- ,1 ,خ-) #- 1 دي ,1ه د وه ,1 د يه باك ره 
ه -(اآ) 5 2 (ب) آآليد (ج) 5لآليه (د) ققله 
. - () 5ليه (ب)3/7 +14/(ج) 14 لو4 (د) 801آيه 


م وطهجً) ‏ رن 


و-()1- (ب) 1- (ج)0 (27)02 


1 2 1 2 
لم 
د-(أ) ليه (ب)تآيودة (ج) ؤذلىيه (د) 10 
تمارين 6 ؟ ( صفحة 188 ) 


. -ليس بفضاء خطى. الغرض م غير متحقق‎ ١ 
. غير متحقق‎ ٠١ ؟ - ليس بفضاء خلى. الفرضص‎ 


6. 


آئ نيس بفضاه خط الف سان .+ ٠‏ غير متحقق . 

- الفئة تكون فضاءاً خطياً بالنسبة إلى العمليتين المعطاتين . 
ه - الفئة تكون فضاءاً خطياً بالنسية إلى العمليتين المعطاتين . 
3 - ليس بفضاءاً خطى الفرضان ه » + غير متحققين . 

. الفثئة تكون فضاء خطياً بالنسبة إلى العمليتين المعطاتين‎ - ٠+ 
. م غير متحققين‎ » ١ بم - ليس بفضاء خطى . الفرضان‎ 
. الفئة تكون فضاءا خطياً بالنسبة إلى العمليتين المعطاتين‎ - 
. ه »© 5 غير متحققة‎ » 4 ١ ١ ليس بفضاء خملى الفروض‎ ٠ 
. الفئة تكون فضاءاً خطيا بالنسبة إلى العمليتين المعطاتين‎ - ١ 
 نيتاطعملا الفثةتكون فضاءاً خطياً بالنسبة إلى العمليتين‎ - ١١ 
. الفئة تكون فضاءاً خطياً بالنسبة إلى العمليتين المعطاتين‎ - ٠ 
. الفئة تكون فضاءاً خطياً بالنسبة إلى العمليتين المعطاتين‎ - ١4 


]| تمارين 5 ؟ ( صفحة ١58‏ » 


١‏ دآأءٍ لاسدا باو «دأويبود 6# دبا ء)دوعه 
٠‏ دأءبود 
5 -(أ) س +4 -س3-(,9,) (ب) م -سه 206 
(ج) 0 + © + 00 > (0,0,0) (د) «1 + ف« - م د (22,3) 
١‏ - (أ) رم + يمه - ,م3 - ترو + برو + 5 
١ب‏ م2 روه - ترم + 2 
( دم0 + يم0 + ,م0 ع 0 


(د) دم + يمة - رم - 322 + برج +2 

4 -أوسءد 

و - (أ) المتجهات منشئة (ب) المتجهات غير منشئة 
( ج) المتجهات غير منشئة ( د ) المتجهات منشئة 

مود أوس 

. كثيرات الحدود لا تنثى يشم‎ - 1١ 

عرد أءبواد 

موده 2-0 بيرم ابرق 


14ح الم ح 72 جح بريم2 جح عر حيث 00+ > ] > 00+ 


تمارين 1 5 ( صفحة 166 ) 
كت )غ) ولا مضاعف قياسى المتجه إلا . 
(ب) المتجهات هر تبطة خطيا من نظرية ١‏ . 
( ج) دم مضاعف قيانى المعجه يم . 
93 82 نشاعك قياس العف 14 


؟ - (أ) مستقلة (ب) مستقلة ( ج) مسعقلة ١‏ (د) مرتبطة 
م - (أ) ستقلة (ب) مستقلة ١‏ (س) مستقلة ١‏ (د) مستقلة 
4 - (أ) ستقلة (ب) مستقلة ( ج) ستقلة (د) مرتبعلة 
ه - (أ) مرتبطة (ب) مستقلة ( ج) مستقلة ( د) مرتبطة 


(ه) مرتبطة (و) مرتبطة 

5 - () غير واقعةفى ستوى 
(ب) تقع فى مستوعي. ‏ ” 

. (أ) غير واقمةعل نفس المستقيم‎ - ٠ 
٠ (ب) غير واقعة على نفس المستقيم‎ 
. ج) تقع على نفس المستقيم‎ (' 


46- 44-1 درم 


تمارين ؟ - هم ( صفحة ١317‏ ) 
١‏ - (أ) يحتوى ساس 2م عل متجهين . 
(ب) محتوى أساس 83 عل ثلاثة متجهات . 
( ج) يحتوى أساس روط على ثلاثة متجهات . 
لق محتوى أساس دوك عل أربعة متجهات . 


0 5 35 و داأءاب 4 ساس ود 
7 - لا يوجد أساس » البعد ‏ صفر 5 - أى من المتجهات ,؟ » ث؟ © و7 


م - الأساس :(1,0,1- ,00 ,(4,1,0- ,4-)اء اليعد 2 
سالا يوجد أساس » البعد- صفر 
٠‏ - الأساس (1,0,1-),(3,1,0) 6 البعد 2 


أمه لا يوجدأساس البعد ع صغر 
١‏ - لا يوجد أساس ء البعد ع صفر 


- (40,205-),1,01ب4)ء (ب) ,0,0 (1.1.0) 
بج (1,4- ,2)» [(1.1.0.)0.1.1:)5) 


١4‏ - (أ) من بعدم (ب) من بعد ؟ ( ج) فو بعد واد 
٠6‏ - من بعد + 


تمارين 6 5 ( صفحة 9١1+‏ ) 
(1,0,1- ,2) > رم 


1- 2 
١‏ ]|5 ديع ات 
١‏ 5 377 
(1- ,5,7 ,3) ديع 
1 0 (1,4,2,7) دوم 
ا داعىء 7] ديه 
7 


؟ -(أ3)5-,0) 0 8 (+)1 


م - (0,2,0,0,0,10)1 


(ج-) 2 


4 أسا )01 (1 ,0 ,0 ,0) ,(0 ,1 ,1 ,0) ,(2 ,1 ,0 ,1) 


لك 


(ج+)3 
٠‏ - (5) (3,0,1- ,0 ,0) ,(0 ,0 ,1,0 ,0) ,(0 ,2 ,5 ,0 ,1) 

0111 0 
01 ]-1 

)ب 1 ,1101 
0 ]|1 
0 ]اه 

(ج)3 


. 307 


5 - (آ) .0 ,20,0 - ركد ,1 ,0 (3- 4 ,1 ,1) 


)1١/ 212, 0, )0, 1,0, 0(, )0, 0, 1, -4( 5‏ 
(ج) (0,0,0,1) ,11 .1 ,0 ,0) ,1 ,1 ,1 ,0) ب(0 ,1,0 :1) 
م -() 3 (ب) القيمة الصغرى من 8 > 8« . 


٠-1]: - 


(ب) © ليمت من فضاء أععدة 4 . 
( ج) 5 ليست من فضاء أععدة 4 . 


تمارين 1 م ( صفحة ١9/8‏ ) 


120 -(ا) 12- (ب) 0 (+-)0 (د)‎ ١ 
52 ؟ -(آ) 5- (ب) 0 (ج-)3 (د)‎ 
56 ؟ -() كا (ب)‎ 
6 (ب)‎ 6 )(- : 
. (أ) ليس بضرب داخل » الفرض ؛ غير متحقق‎ - 5 
. غير متحققين‎ © ٠» (ب) ليس بضر ب داخلى » الفرضان ؟‎ 
(ج) <9س»  ضربداخل.‎ 
. الفرض ؛ غير متحقق‎ ٠ د) ليس بضرب داخلى‎ ( 
0 (أ) 4ه (ب)‎ - ١ 
0 )7()>( 1 -(آ) 0 (ب)‎ 


تمارين ) - م ( صفحة؛ 186 ) 

0 )د(٠ 71يوء (ب) 206ك/دء (ج) ليو‎ )(- ١ 
0 ؟ -(آ) 6آليدء (ب) 5قليه ء.(ج) 1 ء(د)‎ 
5 ع -() 6ليه ء(ب)‎ 

+ -(أ) 6كليهء (ب) 0 

ه -(آ) 85كيوء (ب) 0 

5 -() 8أليوء (ب) 0 

3 نلف م - )١(‏ قو (ب) 0 


نان 


فلمك - (+)0 


0/7 03 
0- 1- 2 
0600 7 و 
٠‏ (أ) 0 (ب) 0 
19 
35 1 لسشدم اب 
0 0 (ب) 0 
١‏ -(أ)3- دم (ب) 3- دمج دع 
ورد أءياس 
و5 -(6,11- ,44 ,34-) / 3- 
2249 
تمارين 1 ب 5١‏ ( صفحة /ا5١ا‏ ) 
أ حاب - با ءد 
مآ #4 -آ] 


-() 7ج 6 (ب) (1- ,60 ,1.0 
0 


ب (22 022 35 1 6( ,(1,0,0) 


- 5-20 0ي) 


لي يم 
0 ع0 222 1م 1آ 
ات 0-- 7270 1-0 


00 


لم 0206 


0 جه عمجم 


فال © ( ,4,0 د رس ,8 2 ,5-) د روم 
ا ل 0 ن 
4و د رك بش 4 د رسا 1 خ-) د رم 
- 3/55 ررقة ,3- ,00-14 
ا زيط ,00-1,34 


تمارين 6 ٠١‏ ( صفحة 511 ) 


د( أ - و[س] ,(7- ,3) ك وزنل) 
2) | ف | - مل»] لما - ل 


رج( 8 د و[س] 3 ِ ل دوم , 


؟-(آ) 1 َ[ - و[ ,11 2- ,3) د و( 
ٌْ 
لب 1 - و[ ,0,1 2-) - وز 
1 
«-(اأ) 1 ٍ[ - وزم] 3,1١١,‏ - ,4) ع وزم) 
ب 1 - و[م] ,(! - ,2 ,0) ع وزم) 
1 
4د ُ د و[ك] ,(3 ,1ك ,1,1 -) - وزق) 
3 


اران 


55 اي ]| - وز ,573 2/57-) د وزه) 


5/2 


0 
ب ا - و[م] ,(2,1- ,0) - وزع 


-(53أ)16,10,12) - م (ب) تيه +3دع 


+ - (5) 3ح (< يم ,تان - سف ,ت”. - سر| 


--20 4] مز 


اد #4 4 
١‏ - )|4 وف جه لب 
45 .0 
3:94 0 
1 40 3 8 م 
5٠» 1 6‏ 6 
33 ا 
3 0 | 0 ا 
0 +4 1 
ع- 16 )!ا 
57 (1) (24/2- ,2ل.4) 
(ب) (2/ي.1.5 ,2ل 3.5-) 


مرح (أ) (3/ي. + 373,3 +1-) 
١ب‏ (1 + 3ل3,25/. - 2.5) 
١‏ - (أ) (5 ,1.5/2 ,5.7/2) 
١ب‏ (3-,3.5/2 ,7/3 2.5-) 
بار - (أ) رقيى - 225 ,ق5ن25 - 5.-) 
(ب) رقيى - 1.5- ,6 ,”15 - 5) 
مد -(أ) (22ل3.5- ,لوي 1.5 ,1 -) 
١ب‏ (22ي.4.5 ,1.5/2 - ,1) 


يدانا 


؟ ل الجبر الخطى 


14 أوبءدءعهم 


1 1 
2 0 0 
له 2 2و 
1060 0/2 2 2 1 
د[ م هر  |5‏ همإم ني في 
2 2ل لك له 
3ل 3ل 3ل 
+ + 1 1 
4 4 ل#ج 41 
106 1 1 
66-6 6 2 
+ 4- + 1 
5000 0 #صزة 56م 
2-1 اد | م0 3 8 5 
م - (001-,2-) (ب) 2- ,5-) (ب)8؛ف#*-) (د) 60 
لكا 2 3 
م -(أ)7 يتم (ب0 21.6 (ج)3- ,8 #) 
١ج(‏ (0 ,0,0( 
4م -(ب) 


#6مزة- 0 00 0 0 1 
وم - (1)| 0 1 60 |-م (ب) |ممنةه مهمه 4-00 
0 


0-060 0 لة- 


7 قد شل 
ود ا زرب 
-- 0 ِ 6 
لف ل 
20 ني 


تمارين مه (1١١‏ 595؟؟1) 
١‏ - خطية ؟ ل غير خطية م خطية غ4 - خطية 
و ل غير خطية 5 - اخطية 7 - خطية م - غير خطية 


مه 


-- خطية ٠‏ خطية ١‏ - غير خطية ؟١‏ - شضطية 


- خطية ١4‏ - غير خطية 6 ا خطية - غير خطية 
-- خطية - خطية - خطية ٠‏ م غير خطية 
- رد -) ع (رم)م 

-10 : ] 20] دس »يدم 
- (10)1- ,2,0) (ب) 0,2 6 د 2ر1 

-(1) (1- ,3 ,2-) - (4ي8 ,103 


١ب‏ (22 + برس يوس ,ع س بر ل بمو رع سل بر 4)26 ع (2 ,لز )1 


مم 


ب١‎ 


1-1١2 - 1 - 


ا 


(«ر- ,ا ) > (بر ,»)7 :(2- ,1) > (1,2-)1 


4- يا - )ددبت 


اح عر 


اقلم 
2-002 


تمارين © ل ؟ ( صفحة /17١؟؟‏ ) 


١ 
0 
8م‎ 
4 


أ دك 1 
5 1 
رئبة (7) ع 1 
رتبة (7)- 3 


(ب) رئبة (2) - 0 0اء 


دن 
صفر 
- (أ) رتبة (3) »اع صفرية (37)-0 
صفر 
(ج) دتية(23) ”اع صفر 


مد أءوبءج أ 
- ”7ع (8)7 :0 - (ل)عما 
شرية ('2) -1 
فرية (2)-0 


فرية | (2) - م 
فرية (2) 0-2 


5 


وو - 07-5 - (2(,7)1,1.1 لج بر3 + برهو ,م3 - بر10 - «30) > (2 ,لا )2 
1م يم ابرق ب 8 - 32 + ع2 - 102 
م - (أ) صفرية (37)-2 (ب) صفرية ('3) -4 
(ج) صفرية (3)-3 (د) صفرية (2)--1 
4 - صفرية (2)-0 ٠0‏ رتبة (20)-6 
و - (أ) البعد ح صفرية (2) - 
(ب) لا . لكى تكون 8 ح رك متغقة لمميع ط فى 85 ء يحب أن يكون 85 > (:7) 8 . 
ولكن 5ه 6« (7 )8 لأذرتبة (2) - بعد (28)27 - 4. 


50 ا 
1١ -‏ ا 5 1 | 
1 7 1 
(ج) رتبة (27)-2 2 صفرية (230)-1 
0 
ا" 
110 


( دتبة (3)-1 ء صفرية (3)-2 


4 86 
ل 


( ج) رتبة ('2)-2 2 صفرية (3)--2 


5 


لا 


عت 
لس-مسا 
ار 
عام 
0-9 
0 


1- 1- 
0 0 ا[ 2- 1- 
0 1 3 0 1 
ذا - (آأ) 0 32- - ب 0 0 
لالت 2 1 0 
(ج) رتبة (230)-3 ع صفرية (30)--2 
«م -(0)53عع ب برق - م14 (ب) 06+ > > مود رن د مد د ررد دير 


5 - يتكون ( 2 ) 165 من جميع كثيرات الحدود الثوابت 
7 - يتكون ( 7 ) نا من جميع كثير أت الحدود الى على الصورة ع« . 


ل 


تمارين © ؟ ( صفحة /11؟ ) 


2 10 
-ه ن] ملاع د[ 
1 1 1 02-1 9 
-(آ 3 ل0[06 1 1 0 
١‏ )ع( 0 1 15 0 ا 


0 0 0 1 
0060 0 
(-)0[1 00 (د) |0 
0060 0 
000 0 


ندم 


جلمج سم 
2 سروت نت سم 
هه هاه ماني 

١ 
5 تت مت‎ 


0 1 1 0 
5 -000 0 © ل ١‏ 
ُُ 0 1 
١ 16 0‏ 
؛ -(2-0)1) (ب) 0,2 (ج)2-2-) (42) 20 
0 0 1 0 0 1 0 0 1- 
0 1 1 ا 18 |- ١‏ 18 1 
1- 0 0 1 0 0 1 0 0 
5 > (أ) ,1م 


(ب) 1,1 ,1) 
(ج) (1,1,1-) 


60 1- 0 0 1280 
- 10" 0 ا م 0 ا 
1[ 0000 0 1 0 
0 121 
3 وت 0 


0 0 
- 10 ع 
1 


3 


- 


. 


نض 


1 3 1 2 
١د-‏ )|1 4 1-| هسمه 
.4 0 2 
0 000 
0 00 
57 00 0 (ب) 24 د ثيرو + 32- 
22-5 
1-23 


|] 3 | )(- 


-2 


[ 

ب 2 - 100 0 -نم 7‏ (ج) ]| 
3 
1 


0 1 
1]- ءو[لهة] 8 > :و[(و)1] 
1 14 
2 6- 2-] 11 
(ب)|17 |- 2706م( 57 |>-«32|,76 |- 5|700 [- زراة 
2 17 0 2 


5 3 1 
14 - (أ) 1 ا - ١‏ 1 [7] 0 - و[ل"7] 
1 2- 6 


(ب) ,ترك + برط - 6 ح زيمم2 ,و1 + عاك + 16 > 100 
152 + 40 + 7 - (و1 
0 42 + برم5 + 22 - (ثير + 101 


6 01 سان 
مد- وم |2 هه6| (يم|ي# 5ه ه (ج) ع«قه +6م- 
000 900 
0 
0 


0 00 
در - (أ)|1- 0 ©0]| (س)|010 
0 2 60 0 


ننس 


تمارين © ؟ ( صفحة ٠66‏ ) 


كة 2 م 

دك 1 ل ل 
2-0 | تاي :اد 

ال ا ال 
11/2 | 0/2 ل 

5 "هد - 1 | لات 2 1 
4ه د [ف- 2- -]-١‏ ول[7] 1 -١‏ 0|-صو[2] 
8 1 1 ] 57 0 1 
١0 0 ]1 0 0‏ 

9 1 1 0إ]عملة] 0 1 0]-و2[1] 
0 6 0] 6 00 

3 )| - عه [ و]-مامم 
11 3-5 

١ --_‏ ددن الس كين 

تمارين 1" س ١‏ ( صفحة 589 ) 

١‏ -(أ)3-0-غج2-تثرم (ب) 16-0 +82 از 
(ج) ‏ (2-12-0/ م4 2+3-0م 
)هه -42 (و) 22+1-0-ثم 

-4 -(أ) إحدة 37+ (ب)‎ ١ 

(ج) 12لل- 12.4و -4ة ( د) لا توجد قيم ذاتية حقيقية . 
لك 4-0 () 1<-ة 


* - (أ) أساس للفضاء الذاق المناظر للقيمة 3 .3 : 1 


أساس للفضاء الذاق المناظر للقيمة 1 - ع ,3 : و 


ركف 


(ب) أساس للفضاء الذاق المناظر للقيمة 4 - .3 : 1 
3 
1 


( ج) أساس للفضاء الذاق المناظر للقيمة 12//ه >3 9 


3 
أساس للفضاء الذاق المناظر للقيمة 12 ليه - > .3 : 8 
1 


( د) لا توجد فضاءات ذاتية . 


(ه) أساس للفضاء الذاق المناظر للقيمة 0 > .3 0 ١‏ 


(و) أساس للفضاء الذاق المناظر للقيمة 1 --.ة : الا 


مه -(أ) 11-6-0] + 72م ثم رب 24-0 
(ج+) 3+82+2+8-0/ (د) 2-2-0-تلد-تم 
(ه) 121-8-0 + 2زم تر (و) 36-60 ١51+‏ - شنج اتر 

١‏ -(اآ) 21-3 -1,ا-4 (ب) 2/ي- ع ارتل 0,1 دة1 
() 4-2-8 رد( 2-8 
6 14-2 )2( 41-3 دز 


0 4 1- 
- (1)5 - : الآساس 0 ٠‏ 2 -2 : الأآساس 1 1 8-3: اهم | ا 
0 1 1 


0 (2/ي.5 + 4)15 
(ب) ١-0‏ : الأساس |4 | »2 //و عد : الأساس |(2/ل2 + 1-) 
: 1 


1 


َ (د) 2-2 : الأساس ا 


1 (572 - 105 
2- -4 الأساس |(2/ن2 -1-)1 


( ج) 8-- 2 : الآأساس ١‏ 


سرج سه اسم 


02-09 
سين سين اشم 


لس 


4- نت 3 
(«)2 > 2 : الأساس 8 ]0 إد-ه : الأساس 0 
1 1 1 
م -(24+1-0)5 +1(204 -4) (ب) 0<( + خمةزه - 4 
8 17:7 :1ت 5ض وباك بون 12 © 1-4 


0 1- 5-2 
٠‏ - (5) 1ع لغ :الأساس : »2 - 3 : الأساس 1 » 1- > ,3 الأساس: : 
1 


0 0 


(ب) + ع .و : الأساس 


سب مد جح هت 


12 -44-3)5( - ١ 
-2 + 3» + «2 : (ب) أساس للفضاء الذاق المناظر للقيمة 4 - > يو‎ 
5 - 2 + أساس للفضاء الذاق المناظر للقيمة  2-3 : بر‎ 


؟- 1-5-1057 1لا دغ 


(ب) أساس للفضاء الذاق المناظر للقيمة ‏ 1 > 8 : ا ٠» ١‏ أساس للفضاء الذاق المناظر 


-1 0 


0 | » أساس لفضاء الاق اناطرلقيمة 1 - :3 | 0 


للقيمة 2-2 :[ م06 


مد 2928 لاسيااء 


تمارين 5 ؟ ( صفحة 571 ) 


١‏ ات 


56 


0ه - هن 
اناه 
الي تا 
59 
5 
5 
ا 
0-0 
سه 
© هت دم 
١‏ 
- 


م 2000060 6 110 
0-2000 3 0110 
فد إم وم ماع47 ”م 11 00 
3 00020 01 00 


لا١١‏ - عع رمم +1 ع رم 


00 ) 
!1 > إه4تمر 1023 


تمارين 51 ؟ ( صفحة 7١0/8‏ ) 


١‏ -(5) 2-0 : أحادى البيد » 2 -82 : أحادى البعد 
(ب) 1ح : أحادى البعد »1 - ح .3 : ثناق البعد 
(ج+) 2-3 : أحادى البعدء 0 - 3 : ثنال البعد 
(د) 2-0 . أحادى البعد ء 6 - 32 : ثنال البعد 
(ه) 2-0 : ثلاث لبعد » 3-8 : أحادى البعد 
(و) 2-ع 1 : ثلاثى لبعد ٠‏ 4 -- 22 : أحادى البعد 


لس 


ينس 


5|- كاله 5 
- جا كاب 


0 ل 0 عا 
5 5 
5 ع" 5 
2 0 ' 0 
0 5 
1 0 2 0 


تمارين /ا  (.١‏ صفحة 185 ) 


*ميم2 سد *65يم ح وير 0 عدار 
5 )0( *”ميم + *65رم حت وبر ١‏ 0 ع يبر 
أ *7ميم3 - *7مرم ص رير مل + *اموو- د ابر 
0 00( *تويع2. + *2667 - وز )0 ل ان 
ميم ل *2#م رم ع ريل 223 ل عتم جد وير 
م اد (أ) عتويم نم2 ل مين د وير (ب) 2# ب م22 جم د وير 
«3ويم ب 02ر20 ح وير +23 ب 222 ع ول 
«قميم + *2و(يم لج رمم ع ير 
4ت *قميع ل 2#م رم د وير 
*قويم ب هرم 2 ويل 
وا *3ميم ل >2مرم ب جيم دير 
5 *2دميم د *«3ورم طابر 
تمارين /ا ‏ > ( صفحة 55١‏ ) 
١‏ - (1) 232 ساو - عر ررزة 2 ع ارزع + [) 
ان ا مزه ]2 - و + 
00 23 - 
زب 7 3 2 
4 
ا (1)ع3 و - 2 هله 2 ع ند صو 4 - 05:32 3 +224 ومن + ير ومن 4 لد لجرك 
5 الل لوي لا ويه 
5 : اث 1 45+ 31 


ليكلا 


م 1 
0 2 


1-م 2 

5 - (أ) *«6 -18) + (10 - م4) 
3 

ه -(اآ) 2 
0 و ماه 
عع 


و - (أ)تره+سية- تج (ب) د ةر )سعد (د)ترة- 4 (م)خر 
| 1] هلم .| 

١ 15 0‏ 0 5 010 
5 - (أ) مدت ل |2 اا ا 
: 


ب ٠-د-إراه‏ م + ليله 


0 قط ناص (ب) قلع ناقص رج) قطم زائد (د) قطم زائد 
(ه) دائرة )و( قطم مكاقء (ز) قطم مكاق” رح قطع مكاق” 
(2) قطع مكاق' (ى) دائرة . 
ه - (أ) 36 - ره + 92 قطم ناقص 
(ب) 16 - #بر16 - 2 قطم زائد 
(+) 8# - *ير قط مكاقء 
كن 


(د) 16 ع تيرب ير دائرة 
(ه) و41 د 2ع2] ال قطم زائد 
(و) *«ؤ- بر قطم مكاقء 

5 - (أ) 8ح تبردت 202 قطم زائد 
(ب) 0 برو + 7 - 27/32 قطع مكاق' 
(-) 0 قطم ناقص 


(د) 3دثتر تينع قطع زائد 


ل - 6 يرب 202 قطع ناقص هم اح إهود ديه نثر3] قطع زائ. 
24-8 د تكرخ 202 قطم زائد >3٠‏ 66 ص يرز ب تيرم قطع ناقمر, 
كي 0 قطع زائد -1١‏ 0 ع برق اتارويل قطم مكانى' 


٠+‏ - (أ) خطان متقاطعان اح بر جر ح بر 
(ب) الا يوجد ملحى 
( ج) المح هو النقطة الوحيدة (0,0) 
(د) المنحنى هو المستقيم + ح بر 


(ه)0 المتحنى يتكون من المطين المتوازيين عو و 
(و) المنحى هو النقطة الوحيدة (1,2) 

تمارين /ا ‏ 6 ( صفحة 81١‏ ) 

د د (أ])مرك برك + 2ج 2ر2 بتر (ب) ييه م3 ارود +72 ب قير 
لم 2+ تير + برير رد 00 
الل م3 +ثةتة (و) 2 مم2 +223 


ب دم 


يم دم مام 
د 
كه سات 
الا 
سر 
35 

١ 

5 


1 30001 
2 ب 1200 
0 


ين 


3 


ه 


2 


(آ) د أله 0 6 
00 اه 0 0 

0 1-0- ا 
01 
)د | 
1 


)هم 18 [0 14- 
)و( || 1- 


أ) ‏ سطح تاقصى , 

ج) سطح زائدى ذو قطعتين , 
() سطح مكاق" ناقصى , 
() سطح كرة, 

- (1) ووص يوب #برمة م تيو 
(ب) 222-18 ب ترق ب عم 
(ج) 2-3 ل تبرق - تبرق 
(د) 2-0 رو ب تيو 
(ه) 162-32 - ثثرة] اتير 
(و) 0عت +تترة- تير 
(ز) 25- 23 +ةتربتير 


00-1 
0 1 20 مر 
10-2 


0 


1 


* 


]* 


[( © سطح زائدى ذو قطعة واسدة . 


( د) روط نائصى . 
)و( سطح مكاق" زائدى . 


سملح تاقصى 

سطح ز ائدى ذو قطعة و احدة 
سطح ز ائدى ذو قطعتين 
مخروط ذاقصى 

سطح ز ائدى ذو قطعة و احدة 
سطح مكاق” زائدى 
سطح كرة 


لفن 


9 


-(1) 10-0 وو 2ر3 252 سطم زائدى ذو قطمتين 
(ب) ‏ 5-0 2ع ب تتر2 + م2 سطح ناقصى 
ج) 0- 362 ره + تيرو سطح مكاق” ناقصى 
(د) 2-20 ب تبتر سطح مكاق” زائدى 


ب الس اسح 2 رخ 5 سح زائدى ذو قطيتين 
م ا 4ه 222 ب ترب 2ثير سطح تاقمى 
4- 0ح كش + ةر اتير سطح مكاق” زائدى 


٠‏ - 0- 8/2 - ”برق ب تيرم سطح مكاق” ناقصى 


تمارين م ١‏ ( صفحة 911 » 


ذ -(أ) 28-100 (ب) *10 »« 3452 (ج) 10-5 »ا 3879 

(د) '10 »ا 135.- (ه) 102 »* 17921. (و) 10-0« 863.- 
؟ ل (أ) 10 »ا 280 (ب) *10 » 345 (ج) 10-5« 388 

(د) "10 »* 135.- (ه) 102« 1729. (و) 10-1 » 863- 
م -(أ) 100 »28 (ب) *10 »35 (+) 10-5 »39 

(د) "10 »14- (ه) 138*102 (و) 10-1« 86- 
“م 7 > يكارة- ح بير سا لك بت وكيك اح وعارلية ,يد 
ا ا ٠‏ -1- حت ولد*ا,! > و ,0 2 ث< ,0 > ريد 
- 0 ع ينا ,997. ع بير اما 1 > و<* ,0 > وعد,2- ع ريد 


٠‏ - 1 ح وى ,0 ج ,بيد ( بدون استخدام محور الحذف ٠)‏ 1 ع يع ,1 > رير (باستخدام حور الحذف) 


تمارين م ؟ ( صفحة 798 ) 


١‏ - 94 ب يعد,2.81 ب« ر« الحل المضيبوط هو 1 > يعا,3 ع بعر 

8 -1.90- ب يعد,954. نع ,«الجل المضبوط هو 2- ت وير ,1 2 بير 

- 998 بع ود ,299 بع رع الجل المضبوط هو 1 اع يعر ,3 2 وير 

2 198 به ويد ,0.00 به ,»د الجل المضبوط هو 2 - وعد ,0 - يعر 

وام 2 بح وعد ,3.03 بج ,عد الحل المضيوط هو 1ع ,3 د بعر 

- 2.00 بح ,1.01 بج بعد الجل المضيوط هو 2 - يند,1 - يعر 
0- بج يا ,3.00- بج يعد الحل المضبوط هو 1- - ي2د,3- حت بير 
- 2.00 بخ وعد :005. ب يعد المل المضيوط هو 2 - ,+« ,0 - ,كد 
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1 
ند فد سد 


فسن 


4 - 996.- جم ين ,006. ج يد,492. بج رد الل المضبوط هو 1- - ود« ,0 > ,4 2 ير 
٠6‏ 2 100 2ت وو« ,998. بج و ,1.00 به رع« الل المضبوط هو 1 2 وك ,1 > يعد ,1 > يعر 
ذل - 1.00- ع يع ,0004. عه وند,499. عه يعد المل المضبوط هو 1- > ون ,0 > يدرك - بر 
35-7 0 2 وعد ,1.00 ب يع ,1.00 عه رد الحل المضبوط هو 1د ووى1 حت ونة .1 كاير 


2 1١ 


تمارين م ؟ ( صفحة +9؟ ) 
١‏ - (أ) 2-3 (ب) لاتوجدقيمةذاتية سائدة ,(بج) 1-6 (د)1-3 


؟ -(0)[و؟'] )مه 
( ج) المتجه الذاق السائد هو 1 ٠»‏ القيمة الذاتية السائدة هم, 5 
4 
( د) الخطأ المثوى هو /49. 
100 
١ 0 3‏ (ب) 801 
( ج) المتجه الذاق السائد هو | ٠‏ القيمة الذاتية السائدة هى 8 


( د) اللطأ المثوى هو م1259. 


- 0[ | سه 


5-5 


(>) الج الذاق السائد هو :| |_ 


- 4 القيمة الذاتية السائدة هى‎ » ١ 
(د) الخطا المثوى هو 0ك‎ 
(أ) بعد إتمام تكرارين تكون القيمة الذاتية السائدة ويكون المتجه الذاق السائد تقريبا هما‎ - 
1 
يح ب‎ 1 
11ج ونا ف‎ 


(ب) القيمتان المضبوصطتان للقيمة الذاتية السائدة و المتجه الذاق السائد هما 20 - ,1 


5 


- (أ) بعدلتمام ثلاثة تكرارات تكون القيمة الذاتية السائدة ويكون المتجه الذاق السائد تقريبا هما 
1-8-_- 
5- نه م د[ 1 | 
(ب) القيمتان المضبوطتان للقيمة الذاتية السائدة و المتجه الذاق السائد هما 10- -ح هم و 0 ع 


لفن 


027 
٠‏ -(اآ) 0 (ب) 100 
1 


0 
( ج) المتجه الذاق السائد هو 0 » القيمة الذاتية السائد هى 10 
1 


تمارين م 6 ( صفحة 7١8‏ ) 


١‏ -0)[وى] م (>)| ”| رمه عية 
( د ) القيمتان الذاتيتان المضبوطتان 7 » 2 » المتجهان الذاتيان المضبوطان 
]ا 11-» 
١‏ -(ا) 8 (ب) 120 (ج( 1 ع م2029 عد رم 


( د) القيمتان الذاتيتان المضبوطتان 12 » 2 » المتجهان الذاتيان المضبوطان 


.-11 <-]7[ 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دع طاددحا_ممددهطات /داتدضعل رعممع أاءمد/ عمط 
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صورة صفية ميزة 


قائمة المصطلحات العلمية 


الفصل الأول 


مي 


2522060 

1157625 
5011 

51 501141011 
ألع 00515 
1101131011 
نا 

18151 160 لع تتعنا4 


107 3101 عدوا 


سنه؟ مماعطءء 180 


مم6 مماعطءء بومع لممسلعجم 


اتسنا 

وننكذا 

لم601 

105 112120187601011ظ 
غ01 1111121 
ماله 1نأالئ ممم 
ولام 

12211 عندباوم 
620 

لهممعة 1ل مندكة3 
لقم امعان لقعم 
222121 [قسممع 1[ 
10351 2610 
212171 [الخترعل1 


نكا 


تبديلة زوجية 
تبديلة فردية 

عا كن 

حاصل ضر ب بسيط 
دالة المحدد 

مثلى علوى 
مثلى سقلل 
تصوير 


مل القائل 


قاعدة 


لفوت / 
1111 
21 ةا معدرعا8 


ضع 2 تنوه هآ 


الفصل الثانى 
116 
1 
0 مم لمعا 
امهعم 000 
اوتا 
الهم لقا رعمرعاع 


1066211316 10 

1 عةاناعمةة ععممنآ 
27 5 عةأناعمةأ ععرم1 

21110 2) 

0 6 دمل ةرعم 0 

0 م1 
لاع مره 

اك 


عانا]1 

الفصل الثالث 
1/0 
م5 


أملمم لة1لد1 
غملمم لهسمتتصع 1 
أقناوط 

انيرتك 

601 ع2 


أحدائيات متعامدة 


محاور الأحداثيات 


معادلات بار امترية 
معادلات معاثلة 


فضاء خطى ١‏ قضاء اتجاهى 
فضاء أقليدى نوق 

قوس لوف مراتب 
مضاعف قياسى 


٠١0 تنك‎ 

181156 001106 
ونااك 

ألم 

600100 
00113 عداناومماء2 
5 000101316 
عمقاط 

5م 16م 0010© 
تتعاوزة لعلسمقط أطونهم 
281060 1أعآ 
سات 

1201 50011 

مناءء زمعط 

00م تاممصم 
أ10ا200م تعممذ مومعل [عبظع 
عاعمم 

همناءءزههم أمممعمطاء © 
1002م 5وم02) 

10 ألملا 

5ع لقنا 513103820 


1 5011281 الرلمم 
دعه؟ لمفرعمء0 


5 تناع وموم 


5م 511113116 


الفصل الرابع 
م5 عماعع/ا 
ع6ةم5-5ه مدع لتاعيط 
عأمن-م لعرعل01 


عأمتأأنته عقلوعك 


ففض 


فضاء الضرب الداخلى 
متباينة 

الطول 

جمودى 

أساس متعامد 

عيارى متعامد 
التقريب الأمثل 

تج إحداثيات 


مصفوفة أحدائيات 


يكنا 


51320310 
ععسقاكتل مدعل اعمط 
عمدم؟ +7ماء6؟؟7 لاعام مده © 
5036 60101 2610 
000 

5105-5230 

كناانلة © 

ماع76 تزوتانا501 
58026 50101101 
100 ماطتررمه «روعماآ 
5 

لاط 30260م5 50206 
م150 1106817 
لانايانا 

لت 0 

وأكقةط 5800214 

أهمه أ وؤضعمال عالصاط 
لهده نأك لمعمل عالمألم] 
م5 10 

5026 لاه 
اا 

لي نا 
5 آنا 60 
م5 0000م 10061 
تفلك تايا 

لأممعط1 

01080111 

وأكقط لوضمعمط 01 
01 

مم اوع8 
لماوعلا علهصالعومه 6 


اهمد علهصتله00) 


الفصل الخامس 


الفصل السادس 
ذال 
قيمة ذائية 
متجه ذاق 
قيمة خاصة ( قيمة ذاتية) 
قيمة ميزة ( قيمة ذاتية) 
جذر كامن ( جذر ذاق) 
الفصل السابع 
تطبيقات 


حل عام 
حل خاص 


011 
1 
211115 


1 763[ 
ايا 

11128 

اانا 
لل 1ك 
100 2610 
؟ 0861210 انآ 
لها 

6011 

اعدمع ا 

"يكنا 

ععهم؟ [ابالا 

انالا 

لكادااا- 


معواع 

عنااةا معواع 

اماععلا معواع 

عنالة رعموعط 

حا ل 0ق 


12121 600+ 


ممم 
لمتائاه؟ لومعدعء0 


له تفانع تيوط 


لشن 


مسئلة تقهيمة ابتدائية 


مسائل التقريب 
متسلسلة فوريير 
المربعات الصغرى 


كثيرة حدود مثلثية 


78 


تسعامهعم عتلد؟؟ أوتاتهآ1 
ع1 2100 تدمعممم 


1012162 615 


5010216 63516آ 


لقنتصمم:زامم عتعاعسمدمع نا" 


01000 

ع6 عله 
عومتاا 

عام 

11 
اننا 

011301216 5 


عزنا 

نا نانتكاف! 
ع5 
عل 1807060 
1 
لع عع 1و1 
12010111 

00000 ظ2ظ 


80 


المهرس 


اتفاق هه؟ 
احدائيات 
بالنسبة للأساس 8٠.8‏ 
0 القن 
مصفوفة 5١٠١1‏ 
نقطة ؟و ءه ١7١8‏ 
أرقام بنظام عشرى 1م 
إزاحة ورم 
أساس لاو١‏ 
معاد لاه١‏ » و١‏ 
برص المعتاد و١‏ 
”ير اللممتاد /اه١‏ 
إسقاط عمردى 1١5١1 © ١٠١5‏ 4 175 
أصل 9ه 
أعداد 
فى نظام ثناقى | 19ام 
قياسية «ع ع 4م 
أعمدة مصفوفات ١‏ 
إكال مربعم 59107 
انتقسال 5.٠؟‏ 
امراف لإم؟ 
اتمسكاس 
تبديلة مه. 
مصفوفة ‏ مم 
مصغوفة من نوع 2 26 2 لذن 


انغلاق 


بالنسبة الجمع 1١4‏ 


بالنسبة للضرب فق أعداد قياسية ١+٠‏ 


تبديلة لاه 
زوجية وه 
فردية وه 

تحليل المتجه ١٠١١‏ 

تحوير 59 

تمحويل 
أحداثيات متعامدة مو 
المصفوفة 7887م 
بالتفاضل م١؟‏ 2 ١١١‏ 
بالتكامل م١5‏ 2 6؟؟ 
خطى 5١6‏ 

تركيبة خطية ١47‏ 

تساوى 
المتجهات .و - و9١(‏ 
المصفوفات 8 

تعر يف 
المحدد ١ع‏ 
المصفوفة 717 


ديكا 


تعميم نظرية فيثاغوردث ١68‏ 
تغيير الأساس 804 

تقريب أمشل ١65‏ 

تكائو صبى 48 

تكرارات ا 

تكرار جاكوب و١»‏ 
تكرار جاوس - سيدل ٠٠م‏ 


ألمديد 86م 
ثلالى مرتب ١١8‏ 


جاوس كارل فريدرتش ١١‏ 

جذور ذاتية باهم 

جرام 7و١‏ 

جمل المتجه عيارى لحنلا 

عرو : 
المتجهات وم ء (١١9‏ » 84( 
المصموفات ؟ 

١١ جوردان‎ 

جيوب العام الاتجاهية م١٠‏ 


حاصل الضر ب الاتجاهى ٠١5‏ 
حذف 

بالارتكاز مارم 

بطريقة جاوس ه8١‏ 

بطريقة جاوس جوردان ١١‏ 
0 

غير تافه 1#بم 

معادلة خطية ١‏ 


نظام معادلات خطية ؟ 


لدان 


غطا 

دائرى ١١م‏ 

ملوى 06م 

ملوى مقدر ١0م‏ 

نبى مقدر ابم 
خواص 

٠١ التحوير‎ 

الشرب الداحل ٠١٠6‏ 


دليل المصفوفة ٠١54‏ 


دوران المحاور م١٠؟‏ »؛ و١ء؟‏ 


ذات الحدود الذانية 4١؟‏ 


رايل جون امم 

رئيسى | لاه١‏ 

رتبة مم 2 هوم؟ 
تحويل 6م87 
مصفوفة ١59 2 5١‏ 

رمز المصفوفة للمتجه ١٠١1١‏ 

رونسكيان /اه١‏ 


زاوية بين متجهين 1٠١‏ 2 #لم١‏ 


زوج عرتب ١١8‏ 


سائد قطرى 60م 


ع 


مكاق” ناقصى .م 


من الدرجة الثانية 5. م 
ناقص ‏ 5.م 


شجرة التبديلة لاه 
شرط ابتدالى ١٠م؟‏ 
شميدت ايرهارد 7و١‏ 


شوارتز ١/8‏ 
صفا ؟١؟‏ 
صف مصفوفة ؟١؟‏ 
صفرية التحويل :"م5 
صورة 7١١‏ 
صفية المصفوفة م 
صفية ميزة للمصفوفة م 
صيغسة 


العمودى لمعادلة المستوى ١١9‏ 


تربيعة مصاحية ووم ), ووس 


عامة المستورىي ١٠١‏ 


٠.0 بسيط‎ 


بسيط تبادلى 5٠‏ 

٠١١ داخل‎ 

داخل أتليدى ٠.١‏ , .مر 

متجه بعدد قيابى ١١9 0 9٠‏ ., 6م 
مصفوقات .+ 

مصفوفة فى عدد قياسى ٠+‏ 

مصفوفة كتحويل ٠8+‏ 


عشرية ام 

عمليات معتادة فى هر وور 

عملية 
جرام - شيدت مور ) يور 
صفوف بسيطة ه 

عمود مصفوفة 7م 

جمودى على المستوى ١١8‏ 

عناصر مكونات المصفوفة 07م« 

عنصر الحذف مام 


( متجهات ) عمودية ١88‏ 
متجهات غير مستقلة خطيا ١٠٠١‏ 
( متجهات ) عمودية عيارية م88١‏ 
متجهات مستقلة خطيا ١6٠١‏ 

فر ض 
التجانس ١/6‏ 


التجميع 1 


العاثل ل 


النكنا 


قفر وض 
الفضاء الحطى ١8‏ 
فضاء الغرب الداخلى ١4‏ 
فساء 
أعمدة ككل 
أقلادى من # بعدا ١١‏ 
الحل ١4“‏ 
جزق ١:١‏ 
جزل لغضاء خطى ١4٠‏ 
خطى 4؟١‏ 
فضاء خطى عام 4 ١7‏ 
خطى لا نباق 1١١٠١‏ 
خطى مركب ١94‏ 
خطى منشأ ١45‏ 
ذاق ٠5م‏ 
ذاق لموثر خطى 7١17‏ 
صفرى (نواة) ؟؟ 
مشأ ١45‏ 
نوق ١١6‏ 
فك المحدد لاا ء» كلا 


فوريير ١و؟‏ 


قاعدة 
كرامر «م 
يد يمبى ١١‏ 
قانون 


الإبدال للجمع ١‏ 


الإبدال للشرب ١م‏ 
التوزيعم ١م‏ 
الحذت ؟م 

الدمج ا؟ 


581 


قطر رئيسى ٠#‏ 
المصفوفة 4م 


لد 4و5 

زائدى ذو طية واحدة 5.م 
زاندى ذو طيتين 05+ 
مكاق' 4و؟ 

مكاق” زائدى امم 


ناقص 794 


ذاية لاه؟ 


ذاتية مركبة 4ه" 


ذاتية 8١51‏ 
ذاتية سائدة ممم 


ذاتية لمؤثر خملى 507 


كفيرة حدود 
ليجندر العيارية 9و١‏ 
مثلثيية وم١‏ 


١78 كوثى‎ 


موير 
تقليص ١8‏ 
محايد 116 
متباينة 
المثلث ١47‏ 
كوثى 8/ا١1‏ 


كوثى شوارتئز ها١1‏ »2 ١847‏ 


نتجه وم 6 ١١4‏ 
أعمدة وول 
حل ١4#”‏ 
ذاق باه؟ 
ذاق سائد موم 
ذاق لمؤوثر 57؟ 
صفرى خم ؛ 9؟١‏ 
هندمى 86م 
متجهات 
عمودية عيارية ١864‏ 
عيارية معتادة ١١١‏ 
غير مستقلة خطيا ١6٠١‏ 
متعامدة ٠١٠١١‏ »6 4م١1‏ 
متكافنة 46م 
مستقلة خطيا ١6‏ 
متسلسلة فوريير ١917‏ 
متغير ات رئيسية ٠١‏ 
متطابقة لاجر انج 1١1‏ 
متوسط مر بعات صغرى 1١88‏ 
محاور أحدائيات ؟و 
محدد مصفوفة 2 76 2 "١١‏ 
*١ 3 3‏ 
روط 
نخيل 4.م 


تاقمى 5.م 


1١78 64 44 ؛‎ 4١ متجه‎ 


بين متجهين ١م8١‏ 0 
بين نقطتين ١8١‏ 


مسألة متجه ابتدانق ١٠لمم‏ 


مستويات أحدائيات 4 


صينة تربيعية م19 

7١١١ عمودية‎ 

قابلة اتحويل إلى الصورة القطرية ١١6‏ 
قابلة للانمكاس وم 

قطرية ٠ ١١‏ 4ه"»؟ 

مثلثية م.ج 

معتادة ١41؟‏ 


متفقة ه6ه7, 
متفقة بالتعامد ولا؟ 


١*4 © ١١9 مضاعف قيأسى‎ 


تربيعية فى ا ء زر 94و" 
تربيعية ىق 2 ءتلزء 2 ه.م 
تفاضلية ٠م8٠‏ 

تفاضلية ( حل خاص) 54٠.‏ 
تفاضلية ( حل عام ) 00 
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١ خطية‎ 

ذاتية مه١؟‏ 

رايل ارم 

عامة للمستوى ١٠١‏ 
معاثلة ١6‏ 


معادلات 


0 


الانتقال مم 

بارامتر يه ١+‏ 

بارامتر يه للمستقيم ١١‏ 
معاثلة المستقيم ا 


س مصفوفة هم 


مقطمع 


نظسام 


روط هىم 
روط متحل مؤ؟ 
روط غير منحل ١98‏ 


مقياس 


أقلدى م١‏ 


متجه 49 ) أم١‏ 


أحداثيات متعامد #ه »ى 4ه 


أحدائيات يد يسرى +هو ٠.‏ 4و 
أحدائيات يد يمى ١١١‏ 
غير متآالف م 
فيز يالى خطى ١ه‏ 
متآا لف م 
متجانس ١8‏ 
معل الشروط 1107م 
معادلات خطية ؟ 
معادلات خطية غير متآ لفة م« 
معادلات خطية مثآ لفة م 
نظرية 
الأبعاد .مم 
الإسقاط مول 
نظرية التقريب الأمثل ١55‏ 
الحاور الأساسية للفضاء هر ووم 
الغغاور الأساسية للفضاء بف ان 
نقطة 
بداية مم 
نجاية 8م 
ى #ه مر 
نواة ١«؟‏ 
مصفوفة 570 6 مم 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 


مكتبتي الخاصة 


على موقع ارشيف الانترنت 


دمع طهعحا_ممددهدات /رداتدضعل رعمهء بأاءمد/ /رعم خط 


لمكن 


5 
78 


رقم الايداع بدار الكتب 


ككم / لمكا 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دمع طهعحا_ممددهدات /رداتدضعل رعمهع بأاءمد/ عمط 


5 1 ُ 

هذا الكتاب هو اجد كب برنامج مم /عاأنانا. الذى وضع 
لتلبية الحاحة الماسة لوفير كتث دراسيه علمية باللغه العربية ايتضمنٌ 
البرنامج ترجمات عربية لبعض الكتب القيمة التى :تصدرها دار جون واين, 


بالاضافة, الى كنتب جيدة مؤلفة اصلا باللغة العرابَيةأ 


0ك اللكفل صم مجموعه كتتره من المطتو عات من امتفحه 


مكتبتي الخاضةا 
وك ا ار 
راط 
001155511 / 060115 / 118/21011110015 
نام 5011513 ع لا8.] انلا االزومل 
عنامعلة لنط 1 605 
41011514 11148 8 .11 ,نرملا بعل 
دونانل؟1 لروععء5م .:ىم.5.لا 
مطاع اخت رم التهازت 


4- 06389 - 0-471 ادقرك] 


